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专题 3 函数应用及压轴题
【知识精讲】

【历年真题】

【考点 1】函数应用题

Round2 能力提高题

1．（2021 秋•普陀区期末 10）由于疫情防控需要，某地铁站每天都对站内进行消毒工作，

设在药物释放过程中，站内空气中的含药量 y（毫克/每立方米）与时间 x（小时）成正比

（0＜x＜ ）；药物释放完毕后，y与 x满足关系 y＝9b﹣x（b为常数，x≥ ）．据测定，

空气中每立方米的含药量降低到 毫克以下时．乘客方可进站．则地铁站应安排工作人员

至少提前 分钟进行消毒工作．

2．（2021 秋•静安区期末 19）某学校对面有一块空地要围建成﹣一个面积为 360m2的矩形
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场地，要求矩形场地的一面利用旧墙（旧墙需要整修），其它三面围墙要新建，在旧墙对

面的新墙上要留一个宽度为 2m的进出口，如图所示．已知旧墙的整修费用为 45 元/m，新

建墙的造价为 180 元/m，建 2m宽的进出口需 2360 元的单独费用，设利用的旧墙的长度为

x（单位：m），设修建此矩形场地围墙的总费用（含建进出口的费用）为 y（单位：

元）．

（1）将 y表示为 x的函数；

（2）试确定 x，使修建此矩形场地围墙的总费用（含建进出口的费用）最少，并求出最少总费用．

3．（2021 秋•徐汇区期末 19）某公司经过测算，计划投资 A、B两个项目．若投入 A项目

资金 x（万元），则一年创造的利润为
2
x
（万元）；若投入 B项目资金 x（万元），则一

年创造的利润为

10 ,0 20
( ) 30

20, 20

x x
f x x

x


 
 

��
（万元）．

（1）当投资 A、B两个项目的资金相同且 B项目比 A项目创造的利润高，求投资 A项目的资金 x（万元）

的取值范围；

（2）若该公司共有资金 30 万元．全部用于投资 A、B两个项目，则该公司一年分别投资 A、B两个项目

多少万元，创造的利润最大．

4．（2021 秋•青浦区期末 19）考虑到高速公路行车安全需要，一般要求高速公路的车速 v

（公里/小时）控制在[60，120]范围内．已知汽车以 v公里/小时的速度在高速公路上匀速
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行驶时，每小时的油耗（所需要的汽油量）为
1 4500( )
5
v k

v
  升，其中 k为常数，不同

型号汽车 k值不同，且满足 60≤k≤120．

（1）若某型号汽车以 120 公里/小时的速度行驶时，每小时的油耗为 11.5 升，欲使这种型号的汽车每小

时的油耗不超过 9 升，求车速 v的取值范围；

（2）求不同型号汽车行驶 100 千米的油耗的最小值．

5．（2021 秋•虹口区期末 19）某地政府决定向当地纳税额在 4 万元至 8 万元（包括 4 万元

和 8 万元）的小微企业发放补助款，发放方案规定：补助款随企业纳税额的增加而增加，

且补助款不低于纳税额的 50%．设企业纳税额为 x（单位：万元），补助款为 f（x）＝ x2

﹣bx+b+ （单位：万元），其中 b为常数．

（1）分别判断 b＝0，b＝1 时，f（x）是否符合发放方案规定，并说明理由；

（2）若函数 f（x）符合发放方案规定，求 b的取值范围．

Round3 压轴挑战题

6．（2021 秋•奉贤区期末 19）图 1 是某会展中心航拍平面图，由展览场馆、通道等组成，

可以假设抽象成图 2，图 2 中的大正方形 AA1A2A3是由四个相等的小正方形（如 ABCD）

和宽度相等的矩形通道组成．展览馆可以根据实际需要进行重新布局成展览区域和休闲区

域，展览区域由四部分组成，每部分是八边形，且它们互相全等．图 2 中的八边形

EFTSHQMG是小正方形 ABCD中的展览区域，小正方形 ABCD中的四个全等的直角三角

形是休闲区域，四个八边形是整个的展览区域，16 个全等的直角三角形是整个的休闲区
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域．设 ABCD的边长为 300 米，△AEF的周长为 180 米．

（1）设 AE＝x，求△AEF的面积 y关于 x的函数关系式；

（2）问 AE取多少时，使得整个的休闲区域面积最大．（长度精确到 1 米，面积精确到 1 平方米）

【考点 2】函数综合题

Round1 基础必过题

1．（2021 秋•金山区期末 18）已知函数 f（x）＝3x．

（1）设 y＝f﹣1（x）是 y＝f（x）的反函数，若 f﹣1（x1x2）＝1，求 f﹣1（x13）+f﹣1（x23）的值；

（2）是否存在常数 m∈R，使得函数 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


为奇函数，若存在，求 m的值，并证明此时 g（x）

在（﹣∞，+∞）上单调递增，若不存在，请说明理由．

2．（2021秋•浦东新区期末 18）已知函数 f（x）＝x2+ax+1，a∈R．



如需咨询课程，请添加微信：191 2151 9479

第 5 页 共 31 页

（1）判断函数 f（x）的奇偶性，并说明理由；

（2）若函数
( )( ) ( 0)f xg x x
x

  ，写出函数 g（x）的单调递增区间并用定义证明．

Round2 能力提高题

3．（2021 秋•长宁区期末 20）已知函数 f（x）＝
1

2 1x 
（x∈R）．

（1）求证：函数 f（x）是 R上的减函数；

（2）已知函数 f（x）的图像存在对称中心（a，b）的充要条件是 g（x）＝f（x+a）﹣b的图像关于原点

中心对称，判断函数 f（x）的图像是否存在对称中心，若存在，求出该对称中心的坐标；若不存在，说

明理由；

（3）若对任意 x1∈[1，n]，都存在 x2∈[1，
3
2

]及实数 m，使得 f（1﹣mx1）+f（x1x2）＝1，求实数 n的最

大值．

4．（2021 秋•嘉定区期末 21）已知函数 y＝f（x）的定义域为区间 D，若对于给定的非零

实数 m，存在 x0，使得 f（x0）＝f（x0+m），则称函数 y＝f（x）在区间 D上具有性质 P

（m）．

（1）判断函数 f（x）＝x2在区间[﹣1，1]上是否具有性质 P（
1
2
），并说明理由；

（2）若函数 f（x）＝sinx在区间（0，n）（n＞0）上具有性质 P（
4
π

），求 n的取值范围；

（3）已知函数 y＝f（x）的图像是连续不断的曲线，且 f（0）＝f（2），求证：函数 y＝f（x）在区间[0，

2]上具有性质 P（
1
3
）．
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5．（2021 秋•崇明县期末 21）对于定义域为 D的函数 y＝f（x），区间 I⊆D．若{y|y＝f

（x），x∈I}＝I，则称 y＝f（x）为 I上的闭函数．若存在常数α∈（0，1]，对于任意的

x1，x2∈I，都有|f（x1）﹣f（x2）|≤α|x1﹣x2|，则称 y＝f（x）为 I上的压缩函数．

（1）判断命题“函数 ( )f x x （x∈[0，1]）既是闭函数，又是压缩函数”的真假，并说明理由；

（2）已知函数 y＝f（x）是区间[0，1]上的闭函数，且是区间[0，1]上的压缩函数，求函数 y＝f（x）在区

间[0，1]上的解析式，并说明理由；

（3）给定常数 k＞0，以及关于 x的函数 ( ) |1 |kf x
x

  |，是否存在实数 a、b（a＜b），使得 y＝f（x）是

区间[a，b]上的闭函数，若存在，求出 a、b的值，若不存在，说明理由．

Round 3 压轴挑战题

6．（2021 秋•松江区期末 21）已知函数 f（x）的定义域为 R，若存在常数 k和 A，对任意

的 x∈R，都有|f（x）﹣kx|≤A成立，则称函数 f（x）为“拟线性函数”，其中数组（k，

A）称为函数 f（x）的拟合系数．

（1）数组（2，1）是否是函数
3

2

2( )
1
xg x
x




的拟合系数？

（2）判断函数 s（x）＝xsinx是否是“拟线性函数”，并说明理由；

（3）若奇函数 h（x）在区间[0，p]（p＞0）上单调递增，且 h（x）的图像关于点（p，q）成中心对称

（其中 p，q为常数），证明：h（x）是“拟线性函数”．
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7．（2021 秋•黄浦区期末 21）设函数 y＝f（x）定义在区间（a，b）上，若对任意的 x1、

x2、x1'、x2'∈（a，b），当 x1+x2＝x1'+x2'且|x1'﹣x2'|＜|x1﹣x2|时，不等式 f（x1）+f（x2）＜f

（x1'）+f（x2'）成立，就称函数 y＝f（x）具有 M性质．

（1）判断函数 f（x）＝2x，x∈（﹣3，3）是否具有 M性质，并说明理由；

（2）已知函数 y＝f（x）在区间（a，b）上恒正，且函数 y＝lgf（x），x∈（a，b）具有 M性质，求证：

对任意的 x1、x2∈（a，b），且 x1≠x2，有 21 2
1 2( ) ( ) [ ( )]

2
x xf x f x f 

  ；

（3）①已知函数 y＝f（x），x∈（a，b）具有 M性质，证明：对任意的 x1、x2、x3∈（a，b），有

1 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) 3 ( )

3
x x xf x f x f x f  

  � ，其中等号当且仅当 x1＝x2＝x3时成立；

②已知函数 f（x）＝sinx，x∈（0，
2
π

）具有 M性质，若 A、B、C为三角形 ABC的内角，求

sinA+sinB+sinC的最大值．

8．（2021 秋•杨浦区期末 21）给定区间 I和正常数 a，如果定义在 R 上的两个函数 y＝f

（x）与 y＝g（x）满足：对一切 x∈I，均有|f（x）﹣g（x）|≤a，称函数 y＝f（x）与 y＝g

（x）具有性质 P（I，a）．

（1）已知 I＝（0，+∞），判断下列两组函数是否具有性质 P（I，2）？①f1（x）＝ ，g1（x）＝

2；②f2（x）＝x2+x+1，g2（x）＝x2﹣x+1；（不需要说明理由）

（2）已知 f（x）＝0，y＝g（x）是周期函数，且对任意的 a＞0，均存在区间 I＝（M，+∞），使得函数

y＝f（x）与 y＝g（x）具有性质 P（I，a），求证：g（x）＝0；

（3）已知 I＝[1，m]，f（x）＝x2，若存在一次函数 y＝g（x）与 y＝f（x）具有性质 P（I，1），求实数

m的最大值．
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专题 3 函数应用及压轴题
【历年真题】

【考点 1】函数应用题

Round2 能力提高题

1．（2021 秋•普陀区期末）由于疫情防控需要，某地铁站每天都对站内进行消毒工作，设

在药物释放过程中，站内空气中的含药量 y（毫克/每立方米）与时间 x（小时）成正比（0

＜x＜
1
3
）；药物释放完毕后，y与 x满足关系 y＝9b﹣x（b为常数，x≥

1
3
）．据测定，空

气中每立方米的含药量降低到
1
3
毫克以下时．乘客方可进站．则地铁站应安排工作人员至

少提前 50 分钟进行消毒工作．

【考点】根据实际问题选择函数类型．版权所有

【专题】函数思想；数学模型法；函数的性质及应用；数学建模．

【分析】分
10
3

x  和
1
3

x� 两种情况，分别利用待定系数法求出函数关系式，然后再分别求解即可．

【解答】解：由题意可知，函数过点
1( ,1)
3

，

当
10
3

x  时，设 y＝kx，则
11
3
k ，解得 k＝3，所以 y＝3x，

当
1
3

x� 时， 9b xy  过点
1( ,1)
3

，则
1
31 9

b
 ，解得

1
3

b  ，

所以
1
39
x

y


 ，
1
3 19

3
x


当
10
3

x  时，空气中每立方米的含药量逐渐升高至 1 毫克；
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当
1
3

x� 时，空气中每立方米的含药量逐渐降低，

取
1
3 19

3
x

y


  ，解得
5
6

x  小时 50 分钟，

所以地铁站应安排工作人员至少提前 50 分钟进行消毒工作．

故答案为：50．

【点评】本题考查了函数模型的选择与应用，解题的关键是建立符合条件的函数模型，分析清楚问题的

逻辑关系是解题的关键，此类问题求解的一般步骤是：建立函数模型，进行函数计算，得出结果，再将

结果反馈到实际问题中指导解决问题，考查了逻辑推理能力与化简运算能力，属于中档题．

2．（2021 秋•静安区期末）某学校对面有一块空地要围建成﹣一个面积为 360m2的矩形场

地，要求矩形场地的一面利用旧墙（旧墙需要整修），其它三面围墙要新建，在旧墙对面

的新墙上要留一个宽度为 2m的进出口，如图所示．已知旧墙的整修费用为 45 元/m，新建

墙的造价为 180 元/m，建 2m宽的进出口需 2360 元的单独费用，设利用的旧墙的长度为 x

（单位：m），设修建此矩形场地围墙的总费用（含建进出口的费用）为 y（单位：元）．

（1）将 y表示为 x的函数；

（2）试确定 x，使修建此矩形场地围墙的总费用（含建进出口的费用）最少，并求出最少总费用．

【考点】根据实际问题选择函数类型．版权所有

【专题】转化思想；转化法；函数的性质及应用；数学运算．

【分析】（1）设矩形的另一边长为 a米，则 y＝45x+180（x﹣2）+180•2a+2360，＝225x+360a+2000，再

结合矩形面积，即可求解．

（2）根据已知条件，结合基本不等式的公式，即可求解．

【解答】解：（1）设矩形的另一边长为 a米，
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则 y＝45x+180（x﹣2）+180•2a+2360，＝225x+360a+2000，

∵ax＝360，∴
360a
x

 ，

则
2360225 2000( 2)y x x

x
    ．

（2）由（1）可得，
2360225 2000( 2)y x x

x
    ，

则
2 2360 360225 2000 2 225 2000 12800y x x

x x
     � ，

当且仅当
2360225x

x
 ，即 x＝24 时，等号成立，

故当 x＝24 时，使修建此矩形场地围墙的总费用（含建进出口的费用）最少，最少总费用为 12800 元．

【点评】本题主要考查函数的实际应用，掌握基本不等式公式是解本题的关键，属于中档题．

3．（2021 秋•徐汇区期末）某公司经过测算，计划投资 A、B两个项目．若投入 A项目资

金 x（万元），则一年创造的利润为
2
x
（万元）；若投入 B项目资金 x（万元），则一年创

造的利润为

10 ,0 20
( ) 30

20, 20

x x
f x x

x


 
 

��
（万元）．

（1）当投资 A、B两个项目的资金相同且 B项目比 A项目创造的利润高，求投资 A项目的资金 x（万元）

的取值范围；

（2）若该公司共有资金 30 万元．全部用于投资 A、B两个项目，则该公司一年分别投资 A、B两个项目

多少万元，创造的利润最大．

【考点】根据实际问题选择函数类型；基本不等式及其应用．版权所有

【专题】函数思想；数学模型法；函数的性质及应用；数学建模．

【分析】（1）分 0≤x≤20，x＞20 两种情况，由 A项目的利润小于 B项目的利润，列出不等式，求解即

可；
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（2）分 0≤y≤20，y＞20 两种情况，分别求出 x的范围，求出利用 f（x）的解析式，求解 f（x）的最大

值，比较即可得到答案．

【解答】解：（1）当 0≤x≤20 时，A项目的利润小于 B项目的利润，

则
10

2 30
x x

x



，即 x（x﹣10）＞0，解得 x＜0 或 x＞10，

所以 10＜x≤20；当 x＞20 时，A项目的利润小于 B项目的利润，

则 20
2
x
 ，解得 x＜40，所以 20＜x＜40．

综上所述，x的取值范围为（10，40），

故投资 A项目的资金 x（万元）的取值范围为（10，40）；

（2）设投入 A项目 x万元，投入 B项目为 y万元，

所以 x+y＝30，当 0≤y≤20 时，可得 10≤x≤30，

此时的利润为
10 300( ) 10

2 30 2
x y xf x

y x
    



所以 2

1 300( )
2

f x
x

   ，

令 f'（x）＝0，解得 x＝10 6 ，

当 10≤x＜10 6 时，f'（x）＜0，当10 6 ≤x≤30 时，f'（x）＞0，

所以 f（x）在[10，10 6 ）上单调递减，在[10 6 ，30]上单调递增，

又 f（10）＝25，f（30）＝15，

所以当 x＝10 时，f（x）取得最大值 25；

当 20＜y≤30 时，则 0≤x＜10，

所以利润 f（x）＝20+
2
x
，

则 f（x）在[0，10）上单调递增，

故 f（x）＜f（10）＝25．
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综上所述，当 A项目投资 10 万元，B项目投资 20 万元时，利润最大，最大为 25 万元．

【点评】本题考查了函数模型的选择与应用，解题的关键是建立符合条件的函数模型，分析清楚问题的

逻辑关系是解题的关键，此类问题求解的一般步骤是：建立函数模型，进行函数计算，得出结果，再将

结果反馈到实际问题中指导解决问题，考查了逻辑推理能力与化简运算能力，属于中档题．

4．（2021 秋•青浦区期末）考虑到高速公路行车安全需要，一般要求高速公路的车速 v

（公里/小时）控制在[60，120]范围内．已知汽车以 v公里/小时的速度在高速公路上匀速

行驶时，每小时的油耗（所需要的汽油量）为
1 4500( )
5
v k

v
  升，其中 k为常数，不同

型号汽车 k值不同，且满足 60≤k≤120．

（1）若某型号汽车以 120 公里/小时的速度行驶时，每小时的油耗为 11.5 升，欲使这种型号的汽车每小

时的油耗不超过 9 升，求车速 v的取值范围；

（2）求不同型号汽车行驶 100 千米的油耗的最小值．

【考点】根据实际问题选择函数类型；基本不等式及其应用．版权所有

【专题】函数思想；数学模型法；函数的性质及应用；数学建模．

【分析】（1）由题意，先求出 k的值，然后建立不等式
1 4500( 100 ) 9
5
v

v
  � ，求解即可；

（2）设该汽车行驶 100 千米油耗为 y升，求出 y的函数解析式，令
1t
v

 ，则
1 1[ , ]

120 60
t ，得到

2 2
290000 20 20 90000( ) 20

9000 900
k ky t kt t       ，分

1
9000 120
kt  � 和

1
9000 120
kt   两种情况，由二

次函数的性质求解最小值，即可得到答案

【解答】解：（1）由题意可得，当 v＝120 时，
1 4500( ) 11.5
5
v k

v
   ，解得 k＝100，

由
1 4500( 100 ) 9
5
v

v
  � ，即 v2﹣145v+4500≤0，解得 45≤v≤100，

又 60≤v≤120，所以 60≤v≤100，

故欲使这种型号的汽车每小时的油耗不超过 9 升，则车速 v的取值范围为[60，100]；

（2）设该汽车行驶 100 千米油耗为 y升，
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则 2

100 1 4500 20 90000( ) 20
5

ky v k
v v v v

       ，其中 60 120v�� ，

令
1t
v

 ，则
1 1[ , ]

120 60
t ，

所以
2 2

290000 20 20 90000( ) 20
9000 900
k ky t kt t       ，

对称轴方程为
9000
kt  ，

因为 60 120k� � ，则
1 1[ , ]

9000 150 90
kt   ，

1 当
1

9000 120
kt  � ，即 75≤k＜100 时，则当

9000
kt  ，即

9000v
k

 时，
2

20
900min
ky   ；

2 当
1

9000 120
kt   ，即 60≤k＜75 时，则当

1
120

t  ，即 120v  时，
105

4 6min
ky   ．

综上所述，当 75≤k＜100 时，该汽车行驶 100 千米的油耗的最小值为
2

20
900
k

 升；

当 60≤k＜75 时，该汽车行驶 100 千米的油耗的最小值为
105

4 6
k

 升．

【点评】本题考查了函数模型的选择与应用，解题的关键是建立符合条件的函数模型，分析清楚问题的

逻辑关系是解题的关键，此类问题求解的一般步骤是：建立函数模型，进行函数计算，得出结果，再将

结果反馈到实际问题中指导解决问题，考查了逻辑推理能力与化简运算能力，属于中档题．

5．（2021 秋•虹口区期末）某地政府决定向当地纳税额在 4 万元至 8 万元（包括 4 万元和

8 万元）的小微企业发放补助款，发放方案规定：补助款随企业纳税额的增加而增加，且

补助款不低于纳税额的 50%．设企业纳税额为 x（单位：万元），补助款为 f（x）＝
1
4
x2

﹣bx+b+
1
2
（单位：万元），其中 b为常数．

（1）分别判断 b＝0，b＝1 时，f（x）是否符合发放方案规定，并说明理由；

（2）若函数 f（x）符合发放方案规定，求 b的取值范围．

【考点】根据实际问题选择函数类型

【专题】函数思想；综合法；函数的性质及应用；数学运算

【分析】（1）把 b＝0，b＝1 分别代入已知函数中，检验两个条件是否满足即可判断；
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（2）由题意得 21 1( )
4 2

f x x bx b    在[4，8]上单调递增且
1( )
2

f x x� 在[4，8]上恒成立，结合二次函数

的性质可求．

【解答】解：（1）当 b＝0 时， 21 1( )
4 2

f x x  在[4，8]上单调递增，

因为 4≤x≤8， 21 14.5 16.5
4 2
x � � ，符合发放方案规定，

当 b＝1 时， 21 3( )
4 2

f x x x   ，

当 4≤x≤8 时，结合二次函数的性质可知，f（x）在[4，8]上单调递增，f（4） 3 2
2

  ，不符合发放方案

规定；

（2）若函数 f（x）符合发放方案规定，则 21 1( )
4 2

f x x bx b    在[4，8]上单调递增且
1( )
2

f x x� 在[4，8]

上恒成立，，整理得，x2﹣（2+4b）x+4b+2≥0 在[4，8]上恒成立，

结合二次函数的性质可知，

2 4
16 4(2 4 ) 4 2 0
64 8(2 4 ) 4 2 0

b
b b
b b


    
    

�

�

�

，

解得，
5
6

b� ，

所以 b的范围为
5{ | }
6

b b� ．

【点评】本题主要考查了二次函数的性质在实际问题中的应用，解题的关键是性质的灵活应用，属于中

档题．

Round3 压轴挑战题

6．（2021 秋•奉贤区期末）图 1 是某会展中心航拍平面图，由展览场馆、通道等组成，可

以假设抽象成图 2，图 2 中的大正方形 AA1A2A3是由四个相等的小正方形（如 ABCD）和

宽度相等的矩形通道组成．展览馆可以根据实际需要进行重新布局成展览区域和休闲区

域，展览区域由四部分组成，每部分是八边形，且它们互相全等．图 2 中的八边形

EFTSHQMG是小正方形 ABCD中的展览区域，小正方形 ABCD中的四个全等的直角三角

形是休闲区域，四个八边形是整个的展览区域，16 个全等的直角三角形是整个的休闲区

域．设 ABCD的边长为 300 米，△AEF的周长为 180 米．



如需咨询课程，请添加微信：191 2151 9479

第 15 页 共 31 页

（1）设 AE＝x，求△AEF的面积 y关于 x的函数关系式；

（2）问 AE取多少时，使得整个的休闲区域面积最大．（长度精确到 1 米，面积精确到 1 平方米）

【考点】根据实际问题选择函数类型．版权所有

【专题】函数思想；综合法；函数的性质及应用；逻辑推理；数学运算．

【分析】（1）根据给定条件结合勾股定理用 x表示出 AF长即可求出函数关系式．

（2）利用（1）的函数关系借助换元法求出 y的最大值及对应的 x值即可计算作答．

【解答】解：（1）依题意，在 Rt△AEF中， 2 2EF x AF  ，

则有 2 2 180x AF x AF    ，解得
180(90 ) (0 90)

180
xAF x
x


  


（0＜x＜90），则△AEF

的面积
1 90(90 )
2 180

x xy AE AF
x


   


，

所以△AEF的面积 y于 x函数关系式是：
90(90 ) (0 90)

180
x xy x
x


  


；

（2）由（1）知，
90(90 ) (0 90)

180
x xy x
x


  


，令 180﹣x＝t∈（90，180），

90(180 )( 90) 16200 1620090[270 ( )] 90(270 2 ) 8100(3 2 2)t ty t t
t t t
 

       � ，

当且仅当
16200t
t

 ，即 90 2t  时取“＝”，

整个休闲区域是 16 个与 Rt△AEF全等的三角形组成，

因此整个休闲区域面积最大，当且仅当△AEF的面积 y最大，
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当 90 2t  ，即 180 90 2 53x    米，整个休闲区域面积最大为
90 (90 53) 53 16 22235

180 53
y   
  


平方米，

所以当 AE取 53 米时，整个休闲区域面积最大为 22235 平方米．

【点评】本题考查了函数的实际应用，在第（2）问中运用了基本不等式求函数的最值，将

90(90 ) (0 90)
180

x xy x
x


  


变形为

1620090[270 ( )]y t
t

   是解决此问题的关键，属于难题．

【考点 2】函数综合题

Round1 基础必过题

1．（2021 秋•金山区期末）已知函数 f（x）＝3x．

（1）设 y＝f﹣1（x）是 y＝f（x）的反函数，若 f﹣1（x1x2）＝1，求 f﹣1（x13）+f﹣1（x23）的值；

（2）是否存在常数 m∈R，使得函数 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


为奇函数，若存在，求 m的值，并证明此时 g（x）

在（﹣∞，+∞）上单调递增，若不存在，请说明理由．

【考点】奇偶性与单调性的综合；反函数．版权所有

【专题】转化思想；综合法；函数的性质及应用；数学运算．

【分析】（1）求得 f﹣1（x）＝log3x，再由对数的运算性质可得所求值；

（2）假设存在常数 m∈R，使得函数 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


为奇函数，由 g（0）＝0，解方程可得 m，检验可

得结论；再由单调性的定义证明 g（x）的单调性，注意取值、作差和变形、定符号和下结论等步骤．

【解答】解：（1）由 f（x）＝3x，y＝f﹣1（x）是 y＝f（x）的反函数，

可得 f﹣1（x）＝log3x，f﹣1（x1x2）＝log3（x1x2）＝1，

即有 x1x2＝3，

所以 f﹣1（x13）+f﹣1（x23）＝log3x13+log3x23＝3（log3x1+log3x2）＝3log3（x1x2）＝3；

（2）假设存在常数 m∈R，使得函数 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


为奇函数．

由 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


为 R上的奇函数，可得 g（0）＝1+ 1

2
m＝0，解得 m＝﹣2，
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即有 ( ) 1
( ) 1
mg x

f x
 


，

2 2 1 3( ) ( ) 1 1 2 2 0
1 3 1 3 1 3

x

x x xg x g x 

  
         

  
，

所以存在 m＝﹣2，使得 g（x）为奇函数；

证明：设 x1，x2∈R，且 x1＜x2，
1 2

1 2 1 21 2
2 2 3 3( ) ( ) 2

1 3 1 3 (1 3 )(1 3 )

x x

x x x xg x g x 
     

   
，

由 x1＜x2，可得 0＜3x1＜3x2，即 3x1﹣3x2＜0，所以 g（x1）﹣g（x2）＜0，即 g（x1）＜g（x2），

所以 g（x）在（﹣∞，+∞）上单调递增．

【点评】本题考查函数的奇偶性和单调性的判断和运用，以及函数的反函数的求法，考查转化思想和运

算能力，属于基础题．

2．（2021秋•浦东新区期末）已知函数 f（x）＝x2+ax+1，a∈R．

（1）判断函数 f（x）的奇偶性，并说明理由；

（2）若函数
( )( ) ( 0)f xg x x
x

  ，写出函数 g（x）的单调递增区间并用定义证明．

【考点】二次函数的性质与图象；函数奇偶性的性质与判断．版权所有

【专题】函数思想；综合法；函数的性质及应用；逻辑推理．

【分析】（1）分 a＝0 和 a≠0 两种情况，分别利用奇函数与偶函数的定义分析判断即可；

（2）利用函数单调性的定义判断并证明即可．

【解答】解：（1）当 a＝0 时，函数 f（x）为偶函数，证明如下：

函数 f（x）＝x2+1，定义域为 R，

∵f（﹣x）＝x2+1＝f（x），

∴当 a＝0 时，函数 f（x）为偶函数；

当 a≠0 时，f（﹣1）＝2﹣a，f（1）＝2+a，
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则 f（﹣1）≠f（1），f（﹣1）≠﹣f（1），

函数 f（x）为非奇非偶函数．

（2）函数 g（x）的单调递增区间为[1，+∞），证明如下：

( ) 1( ) f xg x x a
x x

    ，设 1≤x1＜x2，

则 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( )( 1)1 1 1( ) ( ) ( ) ( )(1 ) x x x xg x g x x a x a x x
x x x x x x

 
           ，

由于 1≤x1＜x2，

则 x1﹣x2＜0， 1 2

1 2

1 0x x
x x


 ，

所以 f（x1）＜f（x2），

则函数 g（x）的单调递增区间为[1，+∞）．

【点评】本题考查了函数单调性和奇偶性的判断与证明，考查了函数奇偶性与单调性的定义，考查

了逻辑推理能力与化简运算能力，属于基础题．

Round2 能力提高题

3．（2021 秋•长宁区期末）已知函数 f（x）＝
1

2 1x 
（x∈R）．

（1）求证：函数 f（x）是 R上的减函数；

（2）已知函数 f（x）的图像存在对称中心（a，b）的充要条件是 g（x）＝f（x+a）﹣b的图像关于原点

中心对称，判断函数 f（x）的图像是否存在对称中心，若存在，求出该对称中心的坐标；若不存在，说

明理由；

（3）若对任意 x1∈[1，n]，都存在 x2∈[1，
3
2

]及实数 m，使得 f（1﹣mx1）+f（x1x2）＝1，求实数 n的最

大值．

【考点】函数与方程的综合运用．版权所有

【专题】整体思想；综合法；函数的性质及应用；数学运算．
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【分析】（1）先设 x1＜x2，然后利用作差法比较 f（x1）与 f（x2）的大小即可判断；

（2）结合函数的对称性及恒成立问题可建立关于 a，b的方程，进而可求 a，b；

（3）由已知代入整理可得 x1，x2的关系，然后结合恒成立可求 m的范围，进而可求．

【解答】（1）证明：设 x1＜x2，则
2 1

1 2 1 21 2
1 1 2 2( ) ( ) 0

1 2 1 2 (1 2 )(1 2 )

x x

x x x xf x f x 
    

   
，

所以 f（x1）＞f（x2），

所以 f（x）在 R 上单调递减；

（2）解：假设函数 f（x）的图像存在对称中心（a，b），

则
1( ) ( )

1 2x ag x f x a b b    


的图象关于原点对称，

则
1 1( ) ( ) 2 0

1 2 1 2a x a xg x g x b      
 

恒成立，

整理得 2(1 2 )(2 2 ) 2 2 2 2 0a x a x ab b b        恒成立，

所以 2

1 2 0
2 2 2 2 0a

b
b b

 
    

，

故函数 f（x）的对称中心为（0，
1
2
）；

（3）解：因为对任意 x1∈[1，n]，都存在 x2∈[1，
3
2

]及实数 m，使得 f（1﹣mx1）+f（x1x2）＝1，

所以
1 1 21

1 1 1
1 2 1 2mx x x  
 

，即 1 1 212 1mx x x   ，

所以 1﹣mx1+x1x2＝0，

所以 2
1

1x m
x

  ，

因为 x1∈[1，n]，所以
1

1 [ 1m m
x

   ，
1]m
n

 ，

因为 2 [1x  ，
3]
2

，所以 [ 1m  ，
1] [1m
n

  ，
3]
2

，
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所以

1 1
1 3

2

m

m
n







�

�
，即

2
1 3

2

m

m
n







�

�

所以
1 3 1( )

2 2minm
n

 � ，

所以 n≤2，即 n的最大值为 2．

【点评】本题主要考查了函数的单调性，对称性的应用，还考查了不等式的恒成立问题求解参数范围，

属于中档题．

4．（2021 秋•嘉定区期末）已知函数 y＝f（x）的定义域为区间 D，若对于给定的非零实

数 m，存在 x0，使得 f（x0）＝f（x0+m），则称函数 y＝f（x）在区间 D上具有性质 P

（m）．

（1）判断函数 f（x）＝x2在区间[﹣1，1]上是否具有性质 P（
1
2
），并说明理由；

（2）若函数 f（x）＝sinx在区间（0，n）（n＞0）上具有性质 P（
4
π

），求 n的取值范围；

（3）已知函数 y＝f（x）的图像是连续不断的曲线，且 f（0）＝f（2），求证：函数 y＝f（x）在区间[0，

2]上具有性质 P（
1
3
）．

【考点】函数与方程的综合运用．版权所有

【专题】计算题；函数思想；综合法；函数的性质及应用；数学运算．

【分析】（1）若 2 2
0 0

1( )
2

x x  ，则 0
1
4

x   ，显然函数 f（x）＝x2在区间[﹣1，1]上具有性质 P（
1
2
）．

（2）由题意，存在 x0∈（0，n），使得 0 0sin sin( )
4

x x 
  ，由三角函数的性质可得 0

3
8

x k   ，又因为

0
3
8

x k   ∈（0，n）且 0
5 (0

4 8
x k     ∈（0，n）（k∈N），从而求出 n的取值范围．
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（3）设 g（x）＝f（x）﹣f（x+
1
3
），x∈[0，

5
3

]，则有
1(0) (0) ( )
3

g f f  ，
1 1 2( ) ( ) ( )
3 3 3

g f f  ，g（
2
3
）

＝f（
2
3
）﹣f（1），…，g（

1
3
k 

）＝f（
1

3
k 

）﹣f（
3
k
），…，g（

5
3
）＝f（

5
3
）﹣f（2），（k∈{1，

2，3，…，6}），以上各式相加得
1 1 5(0) ( ) ( ) ( ) 0
3 3 3

kg g g g
    ，再对其中是否有为 0 的数，

分情况讨论，结合性质 P（
1
3
）的定义，即可证得函数 y＝f（x）在区间[0，2]上具有性质 P（

1
3
）．

【解答】解：（1）函数 f（x）＝x2在区间[﹣1，1]上具有性质 P（
1
2
），

若 2 2
0 0

1( )
2

x x  ，则 0
1
4

x   ，

因为﹣
1
4

∈[﹣1，1]，且﹣
1
4
+ 1

2
＝

1
4

∈[﹣1，1]，

所以函数 f（x）＝x2在区间[﹣1，1]上具有性质 P（
1
2
）．

（2）由题意，存在 x0∈（0，n），使得 0 0sin sin( )
4

x x 
  ，

由正弦线的定义得 0 0 2
4

x x k    （舍）或 0 02 ( )
4

x k x k Z       （k∈Z），

则得 0
3
8

x k   ，因为 0
3
8

x k   ＞0，所以 k∈N，

又因为 0
3 (0, )
8

x k n   且 0
5 (0

4 8
x k     ， )( )n k N ，

所以
5
8

n 
 ，即所求 n的取值范围是（

5
8
π

，+∞）．

证明：证明：（3）设
1( ) ( ) ( )
3

g x f x f x   ， [0x ，
5]
3
，

则有
1(0) (0) ( )
3

g f f  ，
1 1 2( ) ( ) ( )
3 3 3

g f f  ，
2 2( ) ( )
3 3

g f f  （1），，
1 1( ) ( ) ( )

3 3 3
k k kg f f 

  ，，

5 5( ) ( )
3 3

g f f  （2）， ( {1k ，2，3，， 6}) ，

以上各式相加得
1 1 5(0) ( ) ( ) ( )
3 3 3

kg g g g f
    （2） (0)f ，
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即
1 1 5(0) ( ) ( ) ( ) 0
3 3 3

kg g g g
    ，

( )i 当 (0)g 、
1( )
3

g 、、
1( )

3
ng 

、、
5( )
3

g 中有一个为 0 时，不妨设
1( ) 0

3
ig 

 ， {1i ，2，3，，

6}，

即
1 1( ) ( ) ( ) 0

3 3 3
i i ig f f 

   ，即
1 1 1( ) ( )

3 3 3
i if f 

  ， {1i ，2，3，， 6}，

所以函数 ( )y f x 在区间 [0 ， 2]上具有性质
1( )
3

P ．

( )ii 当 (0)g 、
1( )
3

g 、、
1( )

3
ng 

、、
5( )
3

g 中均不为 0 时，由于其和为 0，

则其中必存在整数和负数，不妨设
1( ) 0

3
ig 

 ，
1( ) 0

3
jg 

 ，

其中 i j ， i， {1j ，2，3，， 6}，

由于函数 ( )y g x 的图像是连续不断的曲线，所以当 i j 时，至少存在一个实数 0
1 1( , )

3 3
i jx  

 （当

i j 时，至少存在一个实数 0
1 1( , ))

3 3
j ix  

 ，

所以函数 y＝f（x）在区间[0，2]上也具有性质 P（
1
3
），

综上所述，函数 y＝f（x）在区间[0，2]上具有性质 P（
1
3
）．

【点评】本题主要考查了新定义问题，考查了函数性质的应用，同时考查了学生分析问题和转化问题的

能力，是中档题．

5．（2021 秋•崇明县期末）对于定义域为 D的函数 y＝f（x），区间 I⊆D．若{y|y＝f

（x），x∈I}＝I，则称 y＝f（x）为 I上的闭函数．若存在常数α∈（0，1]，对于任意的

x1，x2∈I，都有|f（x1）﹣f（x2）|≤α|x1﹣x2|，则称 y＝f（x）为 I上的压缩函数．

（1）判断命题“函数 ( )f x x （x∈[0，1]）既是闭函数，又是压缩函数”的真假，并说明理由；

（2）已知函数 y＝f（x）是区间[0，1]上的闭函数，且是区间[0，1]上的压缩函数，求函数 y＝f（x）在区

间[0，1]上的解析式，并说明理由；

（3）给定常数 k＞0，以及关于 x的函数 ( ) |1 |kf x
x

  |，是否存在实数 a、b（a＜b），使得 y＝f（x）是

区间[a，b]上的闭函数，若存在，求出 a、b的值，若不存在，说明理由．
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【考点】命题的真假判断与应用．版权所有

【专题】分类讨论；函数思想；综合法；函数的性质及应用；逻辑推理；数学运算；数据分析．

【分析】（1）利用定义判断函数是闭函数，但是不是压缩函数，再判断得解；

（2）假设 f（a）＝0，f（b）＝1，a，b∈[0，1]，a≠b利用两边夹的思想，求出 a＝1，|a﹣b|＝1，然后

分类讨论，利用反证法证明 f（x）＝x，同理可得 f（x）＝1﹣x；

（3）分类讨论，当 k≤a＜b时，利用函数的单调性建立方程，可得 a，b是方程的两个根，由求根公式求

解即可，当 a＜b≤k，a＜k＜b时，分析得到矛盾，故无解，即可得到答案．

【解答】解：（1）命题为假命题，

∵函数 ( )f x x ，x∈[0，1]的值域是[0，1]，所以函数 ( )f x x ，x∈[0，1]是闭函数．

当 x1＝x2时，0≤α×0，存在常数α∈（0，1]，对于任意的 x1，x2∈I，都有|f（x1）﹣f（x2）|≤α|x1﹣x2|；

当 x1≠x2时，取 x1＝0， 2
1
4

x  ， 1 2 1 2
1 1| ( ) ( ) | ,| |
2 4

f x f x x x    ，

所以不存在常数α∈（0，1]，对于任意的 x1，x2∈I，都有|f（x1）﹣f（x2）|≤α|x1﹣x2|，

即函数 ( )f x x （x∈[0，1]）不是压缩函数．

（2）因为函数 y＝f（x）是[0，1]上的闭函数，所以{y|y＝f（x），x∈[0，1]}＝[0，1]，

设 a，b∈[0，1]，f（a）＝0，f（b）＝1，则 1＝|f（a）﹣f（b）|≤α|a﹣b|≤α≤1，

所以α＝1，|a﹣b|＝1，所以
0
1

a
b


 
或

1
0

a
b


 
，

当
0
1

a
b


 
时，任取 x0∈（0，1），若 f（x0）＞x0，则|f（x0）﹣f（0）|＞|x0﹣0|，与函数 y＝f（x）是[0，1]

上的闭函数矛盾，

若 f（x0）＜x0，则|f（x0）﹣f（1）|＝1﹣f（x0）＞1﹣x0＝|x0﹣1|，与函数 y＝f（x）是[0，1]上的闭函数

矛盾，所以 f（x）＝x；

同理，当
1
0

a
b


 
时，f（x）＝1﹣x

综上所述，函数 f（x）＝x或 f（x）＝1﹣x．

（3）因为 ( ) |1 |kf x
x

  ≥0，所以 0≤a＜b，

当 a＝0 时，函数值 f（0）不存在，所以 a＞0，故 k＜a＜b或 a＜b＜k，
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1 当 k＜a＜b时， ( ) 1 kf x
x

  ，函数在区间[a，b]上单调递增，

所以
( )
( )
f a a
f b b


 

，所以 a，b是1 k x
x

  ，即 x2﹣x+k＝0 的两个根，

所以
2

1 4 0
1 2

( 0)

k
a b k

ab k k k

  
   
   


，即

10
4

k  ，此时
1 1 4 1 1 4,

2 2
k ka b   

  ；

②当 a＜b＜k时， ( ) 1kf x
x

  ，函数区间[a，b]上单调递减，

所以

( ) 1

( ) 1

kf a b
a
kf b a
b

   

   


，所以 a＝b，与 a＜b矛盾，

综上所述，当
10
4

k  ，此时
1 1 4 1 1 4,

2 2
k ka b   

  ，当
1
4

k� 时，a，b不存在．

【点评】解决此类问题，关键是读懂题意，理解新定义的本质，把新情境下的概念、法则、运算化归到

常规的数学背景中，运用相关的数学公式、定理、性质进行解答即可．

Round 3 压轴挑战题

6．（2021 秋•松江区期末）已知函数 f（x）的定义域为 R，若存在常数 k和 A，对任意的

x∈R，都有|f（x）﹣kx|≤A成立，则称函数 f（x）为“拟线性函数”，其中数组（k，A）

称为函数 f（x）的拟合系数．

（1）数组（2，1）是否是函数
3

2

2( )
1
xg x
x




的拟合系数？

（2）判断函数 s（x）＝xsinx是否是“拟线性函数”，并说明理由；

（3）若奇函数 h（x）在区间[0，p]（p＞0）上单调递增，且 h（x）的图像关于点（p，q）成中心对称

（其中 p，q为常数），证明：h（x）是“拟线性函数”．

【考点】根据实际问题选择函数类型．版权所有

【专题】新定义；函数思想；综合法；函数的性质及应用；逻辑推理；直观想象；数学运算．
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【分析】（1）根据所给新定义推出|g（x）﹣2x|≤1 即可得出结论；

（2）根据新定义，利用特例法可知不存在（k，A）使|s（x）﹣kx|≤A成立，即可得出结论；

（3）根据所给函数的性质可构造函数 ( ) ( ) qH x h x x
p

  ，利用周期定义可得 H（x）为周期函数，先证明

H（x）在 x∈[﹣p，p]时，|H（x）|≤q，再利用周期证明对一切 x∈R，都有|H（x）|≤q即可得证．

【解答】解：（1）因为
3

2 2

2 2( ) 2 2
1 1
x xg x x x
x x

    
 

，所以当 x＝0 时，g（x）﹣2x＝0，

当 x≠0 时， 2

2 2( ) 2
11

xg x x
x x

x


   

 
，

因为
1 2x
x
 � 或

1 2x
x
 � ，所以|g（x）﹣2x|≤1，

所以数组（2，1）是函数
3

2

2( )
1
xg x
x




的拟合系数；

（2）①当 x＝π/2+2nπ（n∈N*）时，

| ( ) | | 2 ( 2 ) |
2 2

s x kx n k n A       � 对于 n∈N*恒成立，

所以 k＝1 成立，

②当 x＝2nπ（n∈N*）时，|s（x）﹣kx|＝|2nkπ|≤A恒成立，所以 k＝0 成立，

由①②可知，k不能同时满足，

所以函数 s（x）＝xsinx不是“拟线性函数”；

（3）∵h（x）的图像关于点（p，q）成中心对称，

∴h（p+x）+h（p﹣x）＝2q，令 x＝0，得：h（p）＝q，

由于 h（x）在区间[0，p]（p＞0）上单调递增，

∴h（p）＞h（0），∴q＞0，

又∵h（x）为奇函数，∴h（0）＝0，

∴x∈[0，p]时，h（x）∈[0，q]，
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记 ( ) ( ) qH x h x x
p

  ，下面证明对一切 x∈R，都有|H（x）|≤q，

∵h（x）为奇函数，∴h（﹣x）＝﹣h（x），

∴h（p+x）+h（p﹣x）＝h（x+p）﹣h（x﹣p）＝2q，即 h（x+2p）＝h（x）+2q，

由于 H（x+2p）＝h（x+2p）﹣
q
p
（x+2p）＝[h（x）+2q]﹣

q
p
x﹣2q＝h（x）﹣

q x
p

＝H（x），

∴H（x）是周期函数，且一个周期为 T＝2p，

因为当 x∈[0，p]时， 0 q x q
p

� � ，∴ 0qq x
p

 � � ，

又因此时 0≤h（x）≤q，

∴当 x∈[0，p]时， ( ) ( ) qH x h x x
p

  ∈[﹣q，q]，∴|H（x）|≤q，

由于 y＝h（x），
qy x
p

 均为奇函数，∴H（x）也为奇函数，

当 x∈[﹣p，0]时，﹣x∈[0，p]，

∴|H（x）|＝|H（﹣x）|≤q也成立，

综合得：当 x∈[﹣p，p]时，|H（x）|≤q，

当 x∈[（2n﹣1）p，（2n+1）p]（n∈Z）时，x﹣2np∈[﹣p，p]，

∴|H（x）|＝|H（x﹣2np）|≤q，

因此，对一切 x∈R，都有|H（x）|≤q，即 | ( ) |qh x x q
p

 � 恒成立，

所以 h（x）是“拟线性函数”．

【点评】根据所给新定义，理解“拟线性函数”，并选取恰当的拟合系数是解题的关键所在，证明 h（x）

是“拟线性函数”，需要根据所给函数的奇偶性，单调性，对称性进行充分推理，为探求拟合系数准备，

找到合适的拟合系数（
q
p
，q），是解决问题的难点，探求出拟合系数后根据定义推导即可，属于难题．

7．（2021 秋•黄浦区期末）设函数 y＝f（x）定义在区间（a，b）上，若对任意的 x1、
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x2、x1'、x2'∈（a，b），当 x1+x2＝x1'+x2'且|x1'﹣x2'|＜|x1﹣x2|时，不等式 f（x1）+f（x2）＜f

（x1'）+f（x2'）成立，就称函数 y＝f（x）具有 M性质．

（1）判断函数 f（x）＝2x，x∈（﹣3，3）是否具有 M性质，并说明理由；

（2）已知函数 y＝f（x）在区间（a，b）上恒正，且函数 y＝lgf（x），x∈（a，b）具有 M性质，求证：

对任意的 x1、x2∈（a，b），且 x1≠x2，有 21 2
1 2( ) ( ) [ ( )]

2
x xf x f x f 

  ；

（3）①已知函数 y＝f（x），x∈（a，b）具有 M性质，证明：对任意的 x1、x2、x3∈（a，b），有

1 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) 3 ( )

3
x x xf x f x f x f  

  � ，其中等号当且仅当 x1＝x2＝x3时成立；

②已知函数 f（x）＝sinx，x∈（0，
2
π

）具有 M性质，若 A、B、C为三角形 ABC的内角，求

sinA+sinB+sinC的最大值．

【考点】函数与方程的综合运用．版权所有

【专题】计算题；整体思想；演绎法；函数的性质及应用；逻辑推理；数学运算．

【分析】（1）取 x1＝﹣2，x2＝2，x1'＝﹣1，x2'＝1，进而检验不满足 M性质的定义，进而判断；

（2）设 x1，x2∈（a，b）且 x1≠x2，令 1 2
1 2 2

x xx x 


  ，进而根据对数函数的单调性与 M性质的定义证

明即可；

（3）①，对任意的 x1，x2，x3∈（a，b），令 1 2 3

3
x x xA  

 ，x1'＝A，x2'＝x2，x3'＝x1+x3﹣A，进而

x1+x3＝x1'+x3'，且|x1'﹣x3'|＜|x3﹣x1|，故 f（x1）+f（x2）+f（x3）＜f（x1'）+f（x2'）+f（x3'），又 x2'+x3'＝

A+A，且|x2'﹣x3'|≥|A﹣A|，

故 f（x1'）+f（x2'）+f（x3'）＜f（A）+f（A）+f（A）＝3f（A），综合即可证明；

②分△ABC是锐角三角形，直角三角形，钝角三角形时，结合①的结论求解即可．

【解答】（1）解：令 x1＝﹣2，x2＝2，x1'＝﹣1，x2'＝1，

此时 2 2 1 1
1 2 1 2

17 5( ) ( ) 2 2 , ( ) ( ) 2 2
4 2

f x f x f x f x 
         ，

所以 f（x1）+f（x2）＞f（x'1）+f（x'2），不满足 f（x1）+f（x2）＜f（x'1）+f（x'2），

所以函数 f（x）＝2x，x∈（﹣3，3）不具有 M性质．
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（2）证明：设 x1，x2∈（a，b）且 x1≠x2，令 1 2
1 2 2

x xx x 


  ，

显然 1 2 ( , )
2

x x a b
 ，且|x1'﹣x2'|＝0＜|x1﹣x2|，

因为函数 y＝lgf（x），x∈（a，b）具有 M性质，

所以 1 2
1 2 1 21 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

2
x xgf x lgf x f x f x lgf      ，即 21 2

1 2( ) ( ) [ ( )]
2

x xlgf x f x lg f 
  ，

因为函数 y＝lgx在（0，+∞）上单调递增，

所以 21 2
1 2( ) ( ) [ ( )]

2
x xf x f x f 

  ．

（3）①证明：对任意的 x1，x2，x3∈（a，b），令 1 2 3

3
x x xA  

 ，显然 A∈（a，b），

令 x1'＝A，x2'＝x2，x3'＝x1+x3﹣A，

所以 x1+x3＝x1'+x3'，

且|x1'﹣x3'|＝|A﹣（x1+x3﹣A）|＝|﹣（x3﹣A）+（A﹣x1）|＜|﹣（x3﹣A）|+|A﹣x1|＝x3﹣A+A﹣x1＝x3﹣x1

＝|x3﹣x1|，

所以 f（x1）+f（x3）＜f（x1'）+f（x3'），

所以 f（x1）+f（x2）+f（x3）＜f（x1'）+f（x2'）+f（x3'），

又 x2'+x3'＝x2+（x1+x3﹣A）＝A+A，

且|x2'﹣x3'|＝|x2﹣（x1+x3﹣A）|≥0＝|A﹣A|，

所以 f（x2'）+f（x3'）≤f（A）+f（A），

所以 f（x1'）+f（x2'）+f（x3'）＜f（A）+f（A）+f（A）＝3f（A），

综上， 1 2 3
1 2 3( ) ( ) ( ) 3 ( )

3
x x xf x f x f x f  

  � ，其中等号当且仅当 x1＝x2＝x3时成立；

3 解：当△ABC是锐角三角形时，由①
3 3sin A+sinB+sinC 3sin( )

3 2
A B C 

  ，

当且仅当 A＝B＝C时成立；当△ABC是直角三角形时，不妨设 C为直角，
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于是
3 3sin sin sin sin cos 1 2 sin( ) 1 2 1

4 2
A B C A A A 
         � ；

当△ABC是钝角三角形时，不妨设 C为钝角，此时 0
2

C    ，

于是
2( )sin sin sin sin sin sin( ) 3sin( ) 3sin

3 3
A B C CA B C A B C      

      � ，

由于 0
2

C    ，所以
2( )0

3 3
C 

  ，所以
2( ) 30 sin

3 2
C 

  ，

所以
2( ) 3 30 3sin

3 2
C 

  ，

综上，sinA+sinB+sinC的最大值为
3 3
2

．

【点评】本题主要考查函数方程及其应用，函数中的新定义问题等知识，属于难题．

8．（2021 秋•杨浦区期末 21）给定区间 I和正常数 a，如果定义在 R 上的两个函数 y＝f

（x）与 y＝g（x）满足：对一切 x∈I，均有|f（x）﹣g（x）|≤a，称函数 y＝f（x）与 y＝g

（x）具有性质 P（I，a）．

（1）已知 I＝（0，+∞），判断下列两组函数是否具有性质 P（I，2）？①f1（x）＝ 2

1
1x 
，g1（x）＝

2；②f2（x）＝x2+x+1，g2（x）＝x2﹣x+1；（不需要说明理由）

（2）已知 f（x）＝0，y＝g（x）是周期函数，且对任意的 a＞0，均存在区间 I＝（M，+∞），使得函数

y＝f（x）与 y＝g（x）具有性质 P（I，a），求证：g（x）＝0；

（3）已知 I＝[1，m]，f（x）＝x2，若存在一次函数 y＝g（x）与 y＝f（x）具有性质 P（I，1），求实数

m的最大值．

【考点】函数与方程的综合运用．版权所有

【专题】函数思想；数形结合法；函数的性质及应用；逻辑推理；直观想象；数学运算．

【分析】（1）根据新定义直接检验；
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（2）根据新定义用反证法证明；

（3）由新定义把问题转化为不等式恒成立问题，再转化两个函数图象间存在一条线段问题，结合直线与

曲线相切从而求得结论．

【解答】解：（1）当 x∈（0，+∞）时，1+x2＞1，0＜ 2

1
1x 
＜1，

所以 1＜2﹣ 2

1
1x 
＜2，所以|f1（x）﹣g1（x）|＜2 恒成立，

∴f1（x）和 g1（x）具有性质 P（I，2）；又|f2（x）﹣g2（x）|＝|2x|＝2x，当 x＞1 时，2x＞2，

因此 f2（x）和 g2（x）不具有性质 P（I，2）；

（2）证明：假设 g（x）＝0 不恒成立，即存在 x0∈R，使得 g（x0）＝k≠0，

又 g（x）是周期函数，设其最小正周期是 T，则 x＝x0+nT（n∈Z）时，都有 g（x）＝k，

取 a∈（0，|k|），对任意的实数 M，取整数 n，满足 n＞ 0M x
T


，

则 x＝x0+nT＞M，且 g（x）＝k，此时|f（x）﹣g（x）|＝|k|＞a，

与已知对任意的 a＞0，均存在区间 I＝（M，+∞），使得函数 y＝f（x）与 y＝g（x）具有性质 P（I，a）

矛盾，

所以假设错误，所以 g（x）＝0 恒成立；

（3）设 g（x）ax+b（a≠0），

由题意当 x∈[1，m]时，|f（x）﹣g（x）|＝|x2﹣ax﹣b|≤1 恒成立，

所以 x2﹣1≤ax+b≤x2+1，

作出 y＝x2﹣1 与 y＝x2+1 在[1，+∞）上的图象，如图，

题意说明在[1，m]上存在一条线段夹在这两个图象之间，

由图可知要使得 m最大，则线段以（1，0）为端点，与 y＝x2+1 相切，

设线段所在直线方程为 y＝k（x﹣1），由 2

( 1)
1

y k x
y x
 


 

得 x2﹣kx+k+1＝0，

Δ＝k2﹣4（k+1）＝0，k＝2+ 2 2 或 k＝2﹣ 2 2 （舍去），
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由
2

(2 2 2)( 1)
1

y x
y x

   


 
，解得 x＝1+ 2 2 或 x＝1（舍去），

此线段的另一端点 B的横坐标为 1+ 2 2 ，即为 m的最大值．

所以 m的最大值为 1+ 2 2 ．

【点评】本题考查函数新定义，解题关键是理解新定义并应用新定义进行转化．难点是第（3）小题，利

用新定义转化为两个函数图象间存在一条线段，这样由数形结合思想，再转化为求直线与曲线相切，由

切线与另一曲线相交得出最大值，本题属于难题．
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