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等式与不等式

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．（2023·上海杨浦·统考一模）已知实数 a，b满足 a b ，则下列不等式恒成立的是（ ）

A． 2 2a b B． 3 3a b C． a b D． 1 1a b 

2．（2023上·上海松江·高三统考期末）英国数学家哈利奥特最先使用“”和“”符号，并逐渐被数学界接受，

不等号的引入对不等式的发展影响深远．对于任意实数 a b c d、 、 、 ，下列命题是真命题的是（ ）

A．若 2 2a b ，则 a b B．若 a b ，则 ac bc

C．若 a b ， c d ，则 ac bd D．若 a b ， c d ，则 a c b d  

3．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）如果 0a b  ，则下列不等式中一定成立的是（ ）

A． a b  B． 2 2a b C． 2a ab D． 3 3a b

4．（2023·上海闵行·统考一模）已知 a， Rb ， a b ，则下列不等式中不一定成立的是（ ）

A． 2 2a b   B． 2 2a b C． 2 2a b D． 2 2a b

5．（2023·上海崇明·统考一模）若 0x y  ，则下列不等式正确的是（ ）

A． x y B． 2 2x y C．
1 1
x y
 D．

2
x y xy

≤

二、填空题

6．（2023上·上海松江·高三统考期末）已知 lg lg 1a b  ，则 2a b的最小值为

7．（2023·上海嘉定·统考一模）不等式 2 6 0x x   的解集为 ．

8．（2023·上海徐汇·统考一模）若实数 ,x y满足 2x y  ，则
2 2x y 的最小值为 ．

9．（2023·上海嘉定·统考一模）已知实数 a、b满足 6ab   ，则 2 2a b 的最小值为 ．

10．（2023·上海杨浦·统考一模）已知
2

0 1 2(1 ) (1 )m n m n
m nx x a a x a x a x 
        （m、n为正整数）对

任意实数 x都成立，若 1 12a  ，则 2a 的最小值为 .

11．（2023·上海长宁·统考一模）若“存在 0x  ，使得 2 1 0x ax   ”是假命题，则实数 a的取值范

围 .

12．（2023·上海崇明·统考一模）已知不平行的两个向量 ,a b
 

满足 1a 


， 3a b 
 

．若对任意的 Rt ，都

有 2b ta 
 

成立，则 b

的最小值等于 ．

13．（2023·上海崇明·统考一模）已知正实数 , , ,a b c d满足 2 1 0a ab   ， 2 2 1c d  ，则当 2 2( ) ( )a c b d   取

得最小值时， ab  ．
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三、问答题

14．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）已知函数  y f x ，其中  4(
2

) R
x

xf kkx 
  ．

(1)是否存在实数 k，使函数  y f x 是奇函数？若存在，请写出证明．

(2)当 1k  时，若关于 x的不等式  f x a 恒成立，求实数 a的取值范围．

15．（2023上·上海虹口·高三统考期末）已知  y f x 与  y g x 都是定义在  0,  上的函数，若对任意 1
x ，

 2 0,x   ，当 1 2x x 时，都有        1 2
1 2

1 2

f x f x
g x g x

x x


 


，则称  y g x 是  y f x 的一个“控制函数”．

(1)判断 2y x 是否为函数  02  xxy 的一个控制函数，并说明理由；

(2)设   lnf x x 的导数为  f x ，0 a b  ，求证：关于 x的方程
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实

数解；

(3)设   lnf x x x ，函数  y f x 是否存在控制函数？若存在，请求出  y f x 的控制函数；若不存在，

请说明理由．
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等式与不等式

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．（2023·上海杨浦·统考一模）已知实数 a，b满足 a b ，则下列不等式恒成立的是（ ）

A． 2 2a b B． 3 3a b C． a b D． 1 1a b 

【答案】B

【分析】根据函数的性质判断即可.

【详解】因为   2f x x ,  f x x 是定义在R 上的偶函数，

所以当实数 ,a b满足 a b 时， 2 2a b , a b 不一定成立，故A,C不符合题意；

因为   3f x x 是定义在R 上单调递增的奇函数，

所以当实数 ,a b满足 a b 时，则 3 3a b ，故B符合题意；

因为   1f x x 在    ,0 , 0,  上单调递减，

所以当实数 ,a b满足 a b 时， 1 1a b  不一定成立，不符合题意.

故选：B .

【点睛】判断不等式恒成立问题，方法有以下几种：1、可借助函数的单调性判断；2、可带特殊值说明不

等式不成立；3、根据不等式关性质判断；4、作差比较大小；5、作商比较大小.对于选择题我们一般采用

排除法.

2．（2023上·上海松江·高三统考期末）英国数学家哈利奥特最先使用“”和“”符号，并逐渐被数学界接受，

不等号的引入对不等式的发展影响深远．对于任意实数 a b c d、 、 、 ，下列命题是真命题的是（ ）

A．若 2 2a b ，则 a b B．若 a b ，则 ac bc

C．若 a b ， c d ，则 ac bd D．若 a b ， c d ，则 a c b d  

【答案】D

【分析】借助不等式的性质判断即可.

【详解】对 A：因为 2 2a b ，可能 0b a  ，故错误；

对 B：当 0c  时，若a b ，则 ac bc ，故错误；

对 C：当 0a b  ， 0c d  时，则 ac bd ，故错误；

对 D：若 a b ， c d ，则 a c b d   ，故正确.

故选：D.
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3．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）如果 0a b  ，则下列不等式中一定成立的是（ ）

A． a b  B． 2 2a b C． 2a ab D． 3 3a b

【答案】D

【分析】根据不等式的性质并结合特殊值法，即可逐项判断.

【详解】对 A、B：由 0a b  ，不妨设 1a  ， 4b   ，则  1 4 2    ，  221 4  ，故 A、B项错误；

对于 C：由 0a b  ，所以 2 0a ab  ，故 C项错误；

对于 D：由 0a b  ，所以 3 3a b ，故 D项正确.

故选：D.

4．（2023·上海闵行·统考一模）已知 a， Rb ， a b ，则下列不等式中不一定成立的是（ ）

A． 2 2a b   B． 2 2a b C． 2 2a b D． 2 2a b

【答案】C

【分析】根据不等式性质可判断 A，B；举反例可判断 C；根据指数函数的单调性判断 D.

【详解】对于 A，B，a， Rb ， a b ，则 2 2a b   ,2 2a b 一定成立；

对于 C，取 1, 2a b    ，满足 a b ，则 2 2a b ，

当 0a b  时， 2 2a b ，故 C中不等式不一定成立；

对于 D，由 a b ，由于 2xy  在 R上单调递增，则 2 2a b 成立，

故选：C

5．（2023·上海崇明·统考一模）若 0x y  ，则下列不等式正确的是（ ）

A． x y B． 2 2x y C．
1 1
x y
 D．

2
x y xy

≤

【答案】C

【分析】ABD举反例即可判断，C结合反比例函数即可判断.

【详解】对 A，若 2, 1x y  ，则 0x y  ，但 x y ，A错误；

对 B，若 2, 1x y  ，则 0x y  ，但 2 2x y ，B错误

对 D，若 2, 1x y  ，则 0x y  ，
3 2
2 2

x y xy
   ，D错误；

对 C，结合反比例函数
1y
x

 知其在 (0, ) 单调递减，则 0x y  ，有
1 1
x y
 ，C正确.

故选：C

二、填空题

6．（2023上·上海松江·高三统考期末）已知 lg lg 1a b  ，则 2a b的最小值为
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【答案】 4 5

【分析】根据对数运算求得 ,a b的关系，利用基本不等式求得正确答案.

【详解】依题意， lg lg lg 1a b ab   ，

所以 10ab  且 0, 0a b  ，

所以 2 2 2 4 5a b a b    ，

当 2 2 5a b  时等号成立.

故答案为： 4 5

7．（2023·上海嘉定·统考一模）不等式 2 6 0x x   的解集为 ．

【答案】  2,3

【分析】根据一元二次不等式的解法，准确计算，即可求解.

【详解】由不等式 2 6 0x x   ，可得 ( 3)( 2) 0x x   ，解得 2 3x   ，

所以不等式的解集为  2,3 .

故答案为：  2,3 .

8．（2023·上海徐汇·统考一模）若实数 ,x y满足 2x y  ，则
2 2x y 的最小值为 ．

【答案】 2

【分析】利用基本不等式计算即可.

【详解】由    22 2 2 2 2 22 2 2x y xy x y x y x y         ，

当且仅当 1x y  时取得最小值，即
2 2x y 的最小值为 2.

故答案为：2

9．（2023·上海嘉定·统考一模）已知实数 a、b满足 6ab   ，则 2 2a b 的最小值为 ．

【答案】12

【分析】运用基本不等式进行求解即可.

【详解】由 6 0ab a    且 0b  且 a、b异号，

由
66ab b
a


    ，

所以
2 2

2 22 2 6 62 12a aa
a

b
a

           
   

 ，
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当且仅当
2

2 6a
a
   

 
时取等号，

即当 6, 6a b   或 6, 6a b   时取等号，

故答案为：12

10．（2023·上海杨浦·统考一模）已知
2

0 1 2(1 ) (1 )m n m n
m nx x a a x a x a x 
        （m、n为正整数）对

任意实数 x都成立，若 1 12a  ，则 2a 的最小值为 .

【答案】30

【分析】由题得 1 1
1 C C 12m na m n     , 2 2

2 C Cm na   ，根据组合数公式和基本不等式即可求解.

【详解】 1 1
1 C C 12m na m n     ,

2 2 2 2 2 2
2 2

2
( 1) ( 1) ( ) 12C C 6
2 2 2 2 2m n

m m n n m n m n m n m na        
       

=  2 22 12 26 6 66
2 2

m n mn mn mn
  

     ,

因为 12 2m n mn   ，所以 36mn  ，当且仅当 6m n  时等号成立，

所以 2 66 30a mn   ， 2a 的最小值为30，

故答案为：30 .

11．（2023·上海长宁·统考一模）若“存在 0x  ，使得 2 1 0x ax   ”是假命题，则实数 a的取值范

围 .

【答案】  2, 

【分析】由题意可得：“任意 0x  ，使得 2 1 0x ax   ”是真命题，参变分离结合基本不等式运算求解.

【详解】由题意可得：“任意 0x  ，使得 2 1 0x ax   ”是真命题，

注意到 0x  ，整理得
1x a
x

   ，

原题意等价于“任意 0x  ，使得
1x a
x

   ”是真命题，

因为
1 12 2x x
x x

    ，当且仅当
1x
x

 ，即 1x  时，等号成立，

所以 2  a，解得 2a   ，

所以实数 a的取值范围 2,  .

故答案为：  2,  .

12．（2023·上海崇明·统考一模）已知不平行的两个向量 ,a b
 

满足 1a 


， 3a b 
 

．若对任意的 Rt ，都
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有 2b ta 
 

成立，则 b

的最小值等于 ．

【答案】 7

【分析】先由数量积的定义推得 3m  ，再将问题转化为二次不等式恒成立的问题，从而得解.

【详解】依题意，设 a与b

的夹角为  0 π   ，  0b m m 


，

因为 1a 


， 3a b 
 

，所以 cos 3a b  
 

，即 cos 3m   ，

则  3cos 1,1
m

    ，所以 3m  ，

因为对任意的 Rt ，都有 2b ta 
 

成立，

所以  2 4b ta 
 

，即
2 222 4b ta b t a   
   

，即 2 22 3 4 0t t m    对于 Rt 恒成立，

故    2
22 3 4 4 0m     ，又 0m  ，解得 7m  ，

综上， 7m  ，则 b

的最小值为 7 .

故答案为： 7 .

13．（2023·上海崇明·统考一模）已知正实数 , , ,a b c d满足 2 1 0a ab   ， 2 2 1c d  ，则当 2 2( ) ( )a c b d   取

得最小值时， ab  ．

【答案】
2 1
2



【分析】将 2 2( ) ( )a c b d   转化为  ,a b 与  ,c d 两点间距离的平方，进而转化为  ,a b 与圆心  0,0 的距离，

结合基本不等式求得最小值，进而分析求解即可.

【详解】可将 2 2( ) ( )a c b d   转化为  ,a b 与  ,c d 两点间距离的平方，

由 2 1 0a ab   ，得
1b a
a

  ，

而 2 2 1c d  表示以  0,0 为圆心，1为半径的圆，  ,c d 为圆上一点，

则  ,a b 与圆心  0,0 的距离为：
2

2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2 2 2 2 2 2 2a b a a a a
a a a

             
 

，

当且仅当 2
2

12a
a

 ，即 4
1
2

a   时等号成立，

此时  ,a b 与圆心  0,0 的距离最小，即  ,a b 与  ,c d 两点间距离的平方最小，

即 2 2( ) ( )a c b d   取得最小值.
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当 4
1
2

a  时， 2 21 1
2

ab a    ，

故答案为：
2 1
2

 .

【点睛】关键点点睛：本题的解题关键是能够将问题转化为圆 2 2 1c d  上的点到
1b a
a

  上的点的距离

的最小值的求解问题，进而求解.

三、问答题

14．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）已知函数  y f x ，其中  4(
2

) R
x

xf kkx 
  ．

(1)是否存在实数 k，使函数  y f x 是奇函数？若存在，请写出证明．

(2)当 1k  时，若关于 x的不等式  f x a 恒成立，求实数 a的取值范围．

【答案】(1) 1k   ，证明见解析

(2)  ,2

【分析】（1）  f x 是奇函数，利用  0 0f  解出 k并检验即可．

（2）利用基本不等式求  f x 的最小值解决恒成立问题.

【详解】（1）函数
4( )
2

x

x
kf x 

 定义域为 R，若  f x 是奇函数，则  0 1 0f k   ，解得 1k   ，

此时
4 1 2) 2( =
2

x
x

x
xf x 

  ，  ( ) 2 2 2 2 ( )x x x xf x f x         ，符合题意，

故 1k   .

（2）当 1k  时，
4 1 1( ) 2
2 2

x
x

x xf x 
   ，

由 2 0x  ，则
1 12 2 2 2
2 2

x x
x x    ，当且仅当

12
2

x
x ，即 0x  时等号成立，

所以 ( ) 2f x  ，又不等式  f x a 恒成立，得 2a  ，

则实数 a的取值范围为  ,2 .

15．（2023上·上海虹口·高三统考期末）已知  y f x 与  y g x 都是定义在  0,  上的函数，若对任意 1
x ，

 2 0,x   ，当 1 2x x 时，都有        1 2
1 2

1 2

f x f x
g x g x

x x


 


，则称  y g x 是  y f x 的一个“控制函数”．

(1)判断 2y x 是否为函数  02  xxy 的一个控制函数，并说明理由；
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(2)设   lnf x x 的导数为  f x ，0 a b  ，求证：关于 x的方程
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实

数解；

(3)设   lnf x x x ，函数  y f x 是否存在控制函数？若存在，请求出  y f x 的控制函数；若不存在，

请说明理由．

【答案】(1)是，理由见解析

(2)证明见解析

(3)存在， lny x

【分析】（1）根据已知控制函数的定义，即可得出结论；

（2）设 ln 1y x x   ， 0x  ，由其导数得出其在 0x  上的最大值为 0，则 ln 1 0b b
a a
   ，ln 1 0a a

b b
   ，

变形化简得出
   1 1f b f a

b b a a


 


，而   1f x
x

  在区间  ,a b 上的值域为
1 1,
b a

 
 
 

，即可证明；

（3）由上面两问可看出控制函数可能是原函数的导数，证明
   1 2

1 2
1 2

ln ln
f x f x

x x
x x


 


，根据不等式的运

算可以证明，发现控制函数可能是原函数的导数去掉常数项.

【详解】（1）对任意 1 20 x x  ，则
  2 2

1 2 1 21 2
1 2

1 2 1 2

x x x xx x x x
x x x x

 
  

 
，且 1 1 2 22 2x x x x   ，

故 2y x 是函数  02  xxy 的一个控制函数；

（2）因为0 a b  ，则     lnln ln
b

f b f a b a a
b a b a b a
 

 
  

，

则     ln1 1
b

f b f a a
b a a b a a


  
 

，     ln1 1
a

f b f a b
b a b a b b


  
 

0 a b   ， 1b
a

  ，0 1b
a

 

设 ln 1y x x   ， 0x 

在 1x  上
1 1 0y
x

    ，在 0 1x  上
1 1 0y
x

    ，

则 ln 1y x x   在 1x  单调递减，在 0 1x  上单调递增，

最大值 max ln1 1 1 0y     ，

0 a b   ， 1b
a

  ，0 1b
a

  ， 0b a  ， 0a b  ，
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ln 1 0b b
a a
   ， ln 1 0a a

b b
   ，

则 ln 0b b a
a a


  ，

0b a 

ln 1 0

b
a

b a a
  


，即

    1f b f a
b a a





，

同理， ln 0a a b
b b


  ，

0a b Q

ln 0a a b
b b


   ，即

    1f b f a
b a b





综上：
   1 1f b f a

b b a a


 


，

  1f x
x

  ，在区间  ,a b 上的值域为
1 1,
b a

 
 
 

，

则
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实数解.

（3）   lnf x x x ，则
   1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

ln lnf x f x x x x x
x x x x
 


 

，其中 1 20 x x 

1 1 2 2
1

1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

1 1 2 2 1 1 2 1

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x x x x x x
x x x x
 

 
  ，

1
2

2 2 2 1 2

1 2 1 2

ln
ln ln

xx
x x x x x

x x x x
 

 
 

，

1 20 x x  ，
1

1 2
2

01,0 x x x
x

    ，

1

2

ln 0x
x

  ，则

1
2

2

1 2

ln
0

xx
x

x x



，即

1 1 2 2
1

1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

同理
1 1 2 2

2
1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

即
   1 2

1 2
1 2

ln ln
f x f x

x x
x x


 


，

则 lny x 是  y f x 的一个控制函数.

【点睛】关键点睛：对于函数的新定义题要理解好定义的内容，不等式运算时注意不等式的要求，变号时

要多注意，一般的大题在前面的问题和后面的问题有联系，后面的问题没有思路时看看前面的问题，
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