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导数（三大类型题）

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、导数的概念及几何意义

1．（2023·上海青浦·统考一模）若函数  y f x 在 0x x 处的导数等于 a，则
   0 0

0
lim
x

f x x f x x
x 

   


的

值为（ ）.

A． 0 B． a C． 2a D．3a

2．（2023·上海青浦·统考一模）已知有穷等差数列 1 2{ }: , , , ( 3, N )n ma a a a m m  * 的公差 d大于零．

(1)证明：{ }na 不是等比数列；

(2)是否存在指数函数．．．． ( )y f x 满足： ( )y f x 在 1x a 处的切线的交 x轴于 2( ,0)a ， ( )y f x 在 2x a 处的

切线的交 x轴于 3( ,0)a ，…， ( )y f x 在 1mx a  处的切线的交 x轴于 ( ,0)ma ？若存在，请写出函数 ( )y f x

的表达式，并说明理由；若不存在，也请说明理由；

(3)若数列{ }na 中所有项按照某种顺序排列后可以构成等比数列{ }nb ，求出所有可能的 m的取值．

二、导数在研究函数中的作用

3．（2023·上海闵行·统考一模）已知函数  y f x 的导函数为  y f x ， x R ，且  y f x 在 R 上为严

格增函数，关于下列两个命题的判断，说法正确的是（ ）

①“ 1 2x x ”是“        1 2 1 21 1f x f x f x f x     ”的充要条件；

②“对任意 0x  都有    0f x f ”是“  y f x 在 R 上为严格增函数”的充要条件．

A．①真命题；②假命题 B．①假命题；②真命题

C．①真命题；②真命题 D．①假命题；②假命题

4．（2023上·上海松江·高三统考期末）函数  y f x 的图象如图所示，  y f x 为函数  y f x 的导函数，

则不等式
  0

f x
x


 的解集为（ ）

A． ( 3, 1)  B．(0,1)

C． ( 3, 1) (0,1)   D． ( , 3) (1, )  
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5．（2023·上海青浦·统考一模）已知三个互不相同的实数 a、b、c满足 1a b c   ， 2 2 2 3a b c   ，则 abc

的取值范围为 ．

6．（2023·上海金山·统考一模）设函数 ( )y f x 的定义域为D，给定区间[ , ]a b D ，若存在 0 ( , )x a b ，使

得 0
( ) ( )( ) f b f af x
b a





，则称函数 ( )y f x 为区间[ , ]a b 上的“均值函数”， 0x 为函数 ( )y f x 的“均值点”．

(1)试判断函数 2y x= 是否为区间[1, 2]上的“均值函数”，如果是，请求出其“均值点”；如果不是，请说明理

由；

(2)已知函数 2 1 12 2 12x xy m      是区间[1,3]上的“均值函数”，求实数m的取值范围；

(3)若函数
2

22( 2 2)
x ay

x x



 

（常数 aR ）是区间 [ 2,2] 上的“均值函数”，且
2
3 为其“均值点”．将区间[ 2,0]

任意划分成 1m （ Nm ）份，设分点的横坐标从小到大依次为 1 2, , , mt t t ，记 0 2t   ， 1 0mt   ，

1
0

| ( ) ( ) |
m

i i
i

G f t f t


  ．再将区间 [0,2]等分成 2 1n  （ nN）份，设等分点的横坐标从小到大依次为

1 2 2
, , , nx x x ，记

2

1
( )

n

i
i

H f x


 ．求使得 2023H G  的最小整数 n的值．

7．（2023·上海徐汇·统考一模）若函数 ( ),y f x x R 的导函数 ( ),y f x x  R 是以 ( 0)T T  为周期的函数，

则称函数 ( ),y f x x R 具有“T性质”．

(1)试判断函数 2y x= 和 siny x 是否具有“ 2π性质”，并说明理由；

(2)已知函数 ( )y h x ，其中 2( ) 2sin (0 3)    h x ax bx bx b 具有“ π性质”，求函数 ( )y h x 在[0, ] 上的极小值

点；

(3)若函数 ( ),y f x x R 具有“T性质”，且存在实数 0M  使得对任意 xR 都有 | ( ) |f x M 成立，求证：

( ),y f x x R 为周期函数．

（可用结论：若函数 ( ),y f x x R 的导函数满足 ( )=0,f x x R ，则 ( )f x C （常数）．）
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8．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）设  y f x 是定义在R 上的函数，若存在区间 ,a b 和 0 ( , )x a b ，

使得  y f x 在 0[ , ]a x 上严格减，在 0[ , ]x b 上严格增，则称  y f x 为“含谷函数”， 0x 为“谷点”，  ,a b 称

为  y f x 的一个“含谷区间”．

(1)判断下列函数中，哪些是含谷函数？若是，请指出谷点；若不是，请说明理由：

（i） 2y x ，（ii） cosy x x  ；

(2)已知实数 0m  ，  2 2 ln 1y x x m x    是含谷函数，且 2,4 是它的一个含谷区间，求m的取值范围；

(3)设 , Rp q ，    4 3 2 4 3 2h x x px qx p q x       ．设函数  y h x 是含谷函数， ,a b 是它的一个含谷

区间，并记b a 的最大值为  ,L p q ．若    1 2h h ，且  1 0h  ，求  ,L p q 的最小值．

9．（2023上·上海·高三上海市七宝中学校联考阶段练习）已知函数   exf x x  ，   e xg x x  ，其中 e为

自然对数的底数，设函数      F x af x g x  ，

(1)若 ea  ，求函数  y F x 的单调区间，并写出函数  y F x m  有三个零点时实数m的取值范围；

(2)当 0 1a  时， 1 2x x、 分别为函数  y F x 的极大值点和极小值点，且不等式    1 2 0F x tF x  对任意

 0,1a 恒成立，求实数 t的取值范围.

(3)对于函数  y f x ，若实数 0x 满足    0 0f x f x F D  ，其中 F、D为非零实数，则 0x 称为函数  f x 的

“F D 笃志点”.

①已知函数  
e , 0
1 , 0

x x
f x

x
x a

 
 

 

，且函数  f x 有且只有 3个“1 1 笃志点”，求实数 a的取值范围；

②定义在 R上的函数  f x 满足：存在唯一实数 m，对任意的实数 x，使得    f m x f m x   恒成立或

   f m x f m x    恒成立.对于有序实数对  ,F D ，讨论函数  f x “F D 笃志点”个数的奇偶性，并说

明理由

10．（2023·上海长宁·统考一模）若函数  y f x 与  y g x 满足：对任意 1 2,x x R ，都有

       1 2 1 2f x f x g x g x   ，则称函数  y f x 是函数  y g x 的“约束函数”.已知函数  y f x 是函
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数  y g x 的“约束函数”.

(1)若   2f x x ，判断函数  y g x 的奇偶性，并说明理由：

(2)若    3 ( 0), sinf x ax x a g x x    ，求实数 a的取值范围；

(3)若  y g x 为严格减函数，    0 1f f ，且函数  y f x 的图像是连续曲线，求证：  y f x 是  0,1 上

的严格增函数.

11．（2023·上海普陀·统考一模）设函数  y f x 的表达式为   e e x xf x a .

(1)求证：“ 1a  ”是“函数  y f x 为偶函数”的充要条件；

(2)若 1a  ，且    2 2 3f m f m   ，求实数m的取值范围.

12．（2023·上海崇明·统考一模）已知 ( ) sin ( R, 0)f x mx x m m    ．

(1)若函数 ( )y f x 是实数集 R上的严格增函数，求实数 m的取值范围；

(2)已知数列{ }na 是等差数列（公差 0d  ）， ( )n nb f a ．是否存在数列{ }na 使得数列{ }nb 是等差数列？若存在，

请写出一个满足条件的数列{ }na ，并证明此时的数列{ }nb 是等差数列；若不存在，请说明理由；

(3)若 1m  ，是否存在直线 y kx b  满足：①对任意的 xR 都有 ( )f x kx b  成立，

②存在 0x R 使得 0 0( )f x kx b  ？若存在，请求出满足条件的直线方程；若不存在，请说明理由．

13．（2023·上海普陀·统考一模）若存在常数 t，使得数列 na 满足 1 1 2 3n na a a a a t    （ 1n  ， nN），

则称数列 na 为“  H t 数列”.

(1)判断数列：1，2，3，8，49是否为“  1H 数列”，并说明理由；

(2)若数列 na 是首项为 2的“  H t 数列”，数列 nb 是等比数列，且 na 与 nb 满足

2
1 2 3 2

1
log

n

i n n
i
a a a a a b



   ，求 t的值和数列 nb 的通项公式；

(3)若数列 na 是“  H t 数列”， nS 为数列 na 的前 n项和， 1 1a  ， 0t  ，试比较 ln na 与 1na  的大小，并证

明 1 e nS n
n nt S S 
   .

三、导数的综合应用

14．（2023·上海崇明·统考一模）若存在实数 ,a b，对任意实数 [0,1]x ，使得不等式 3 3x m ax b x m  ≤ ≤ 恒

成立，则实数 m的取值范围是（ ）

A．
3
9
,

 
   

 
B．

8 3 ,
9

 
   

 
C．

3 ,
3

 
   

 
D．

3 ,
2

 
   

 



微信公众号：MS ZHANG 课堂 如需咨询课程，请添加微信：191 2151 9479

试卷第 5页，共 48页
学科网（北京）股份有限公司

15．（2023·上海普陀·统考一模）设函数   2e 2xf x a x  ，若对任意  0 0,1x  ，皆有

   
0

0 0

0

lim 0
x x

f x f x x x
x x

  



成立，则实数 a的取值范围是 .

16．（2023·上海杨浦·统考一模）设函数   exf x  ， xR .

(1)求方程     2
2f x f x  的实数解；

(2)若不等式  x b f x  对于一切 xR 都成立，求实数b的取值范围.

17．（2023·上海嘉定·统考一模）已知
ln( ) , ( )

ex
x xf x g x

x
  ．

(1)求函数 ( ) ( )y f x y g x 、 的单调区间和极值；

(2)请严格证明曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 有唯一交点；

(3)对于常数
10,
e

a   
 

，若直线 y a 和曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 共有三个不同交点      1 2 3, , ,x a x a x a、 、 ，其

中 1 2 3x x x  ，求证： 1 2 3x x x、 、 成等比数列．

18．（2023·上海宝山·统考一模）已知函数   exf x x  ，   e xg x x  ，其中 e为自然对数的底数.

(1)求函数  y f x 的图象在点   1, 1f 处的切线方程；

(2)设函数      F x af x g x  ，

①若 ea  ，求函数  y F x 的单调区间，并写出函数  y F x m  有三个零点时实数m的取值范围；

②当 0 1a  时， 1 2x x、 分别为函数  y F x 的极大值点和极小值点，且不等式    1 2 0F x tF x  对任意

 0,1a 恒成立，求实数 t的取值范围.

19．（2023·上海闵行·统考一模）已知 aR ，      3 22 5 1 lnf x a x x x a x      ．

(1)若1为函数  y f x 的驻点，求实数 a的值；

(2)若 0a  ，试问曲线  y f x 是否存在切线与直线 1 0x y   互相垂直？说明理由；

(3)若 2a  ，是否存在等差数列 1
x 、 2

x 、  3 1 2 30x x x x   ，使得曲线  y f x 在点   2 2,x f x 处的切线

与过两点   1 1,x f x 、   3 3,x f x 的直线互相平行？若存在，求出所有满足条件的等差数列；若不存在，说

明理由．

20．（2023上·上海虹口·高三统考期末）已知  y f x 与  y g x 都是定义在  0,  上的函数，若对任意 1
x ，
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 2 0,x   ，当 1 2x x 时，都有        1 2
1 2

1 2

f x f x
g x g x

x x


 


，则称  y g x 是  y f x 的一个“控制函数”．

(1)判断 2y x 是否为函数  02  xxy 的一个控制函数，并说明理由；

(2)设   lnf x x 的导数为  f x ，0 a b  ，求证：关于 x的方程
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实

数解；

(3)设   lnf x x x ，函数  y f x 是否存在控制函数？若存在，请求出  y f x 的控制函数；若不存在，

请说明理由．

21．（2023上·上海松江·高三统考期末）已知函数 ( )y f x ，记 ( ) sinf x x x  ， x D ．

(1)若  0,2πD  ，判断函数的单调性；

(2)若
π0,
2

D     
，不等式 ( )f x kx 对任意 x D 恒成立，求实数 k的取值范围；

(3)若 RD  ，则曲线  y f x 上是否存在三个不同的点 , ,A B C，使得曲线  y f x 在 , ,A B C三点处的切线

互相重合？若存在，求出所有符合要求的切线的方程；若不存在，请说明理由．

22．（2023·上海嘉定·统考一模）中国历史悠久，积累了许多房屋建筑的经验．房梁为柱体，或取整根树干

而制为圆柱形状，或作适当裁减而制为长方体形状，例如下图所示．

材质确定的梁的承重能力取决于截面形状，现代工程科学常用抗弯截面系数 W来刻画梁的承重能力．对于

两个截面积相同的梁，称 W较大的梁的截面形状更好．三种不同截面形状的梁的抗弯截面系数公式，如下

表所列，

圆形截面 正方形截面 矩形截面

条件 r为圆半径 a为正方形边长 h为矩形的长，b为矩形的宽， h b

抗弯截面系数
3

1 4
W r

 3
2

1
6

W a 2
3

1
6

W bh

(1)假设上表中的三种梁的截面面积相等，请问哪一种梁的截面形状最好？并具体说明；

(2)宋朝学者李诫在《营造法式》中提出了矩形截面的梁的截面长宽之比应定为3: 2的观点．考虑梁取材于

圆柱形的树木，设矩形截面的外接圆的直径为常数 D，如下图所示，请问 :h b为何值时，其抗弯截面系数
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取得最大值，并据此分析李诫的观点是否合理．
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导数（三大类型题）

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、导数的概念及几何意义

1．（2023·上海青浦·统考一模）若函数  y f x 在 0x x 处的导数等于 a，则
   0 0

0
lim
x

f x x f x x
x 

   


的

值为（ ）.

A． 0 B． a C． 2a D．3a

【答案】C

【分析】根据导数的定义式化简求值.

【详解】由已知得
           0 0 0 0 0 0

0 0
l im l mi

xx

f x x f x x f x x f x f x f x x
x x  

        


 
       0 0 0

00

0 lii ml m
xx

f x x f x f x f x x
x x  

   








 02 2f x a  ，

故选：C.

2．（2023·上海青浦·统考一模）已知有穷等差数列 1 2{ }: , , , ( 3, N )n ma a a a m m  * 的公差 d大于零．

(1)证明：{ }na 不是等比数列；

(2)是否存在指数函数．．．． ( )y f x 满足： ( )y f x 在 1x a 处的切线的交 x轴于 2( ,0)a ， ( )y f x 在 2x a 处的

切线的交 x轴于 3( ,0)a ，…， ( )y f x 在 1mx a  处的切线的交 x轴于 ( ,0)ma ？若存在，请写出函数 ( )y f x

的表达式，并说明理由；若不存在，也请说明理由；

(3)若数列{ }na 中所有项按照某种顺序排列后可以构成等比数列{ }nb ，求出所有可能的 m的取值．

【答案】(1)证明见解析

(2)存在指数函数 ( ) e
x
df x


 满足条件，理由见解析

(3)3

【分析】（1）计算
2 2
2 1 3 0a a a d   ，得到证明；

（2）计算切线方程，令 0y  得
( )
( )
i

i
i

f ax a
f a

 
 ，即

( )
( )
f x d
f x

 
 ， ( ) e

x
df x


 满足条件.

（3）举例说明 3m  时成立，考虑 4m  时，确定{ }na 不可能所有项均为正数或均为负数，{| |}nb 的前三项
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即为 | |na 中最小的三项，确定 2 1| | | | 2 0k k ka a a    ，考虑 1| | | |k ka a  ， 1| | | |k ka a  两种情况，根据等比数列

性质得到
2

1 2k k ka a a  ，整理得到
2
3ka d  ， 1

1
3ka d  ， 2

4
3ka d  ，验证不成立，得到答案.

【详解】（1） 2 2 2
2 1 3 2 2 2( )( ) 0a a a a a d a d d       ，故{ }na 不是等比数列.

（2） ( )f x 在 ix a 处的切线方程为 ( ) ( )( )i i iy f a f a x a   ，

令 0y  得
( )
( )
i

i
i

f ax a
f a

 
 ，因此，欲使 ( )f x 满足条件，只需使

( )
( )
f x d
f x

 
 ，

令 ( ) e
x
df x


 ，则

1( ) e
x
df x

d


   ，满足条件， 故存在指数函数 ( ) e
x
df x


 满足条件．

（3）取{ }: 2,1,4na  ，则1, 2, 4 成等比数列，故 3m  满足条件．

考虑 4m  ，

首先，{ }na 不可能所有项均为正数或均为负数，

否则，对应的等比数列{ }nb 的公比为正，等比数列严格增或严格减，

从而{ }na 即为等比数列，不可能．

其次，因为{ }nb 是等比数列，所以{| |}nb 也是等比数列，不妨设{| |}nb 严格增，

则{| |}nb 的前三项即为 | |na 中最小的三项，

则一定对应于{ }na 中的连续三项 , 1 2 2, ( 0, 0)k k k k ka a a a a    ，

不妨设 1 0ka   ，则 2 2 1| | | | 2 0k k k k ka a a a a       ．

①若 1| | | |k ka a  ，则 1 2| | | | | |k k ka a a   ，则 1 2, ,k k ka a a  成等比数列，不可能；

②若 1| | | |k ka a  ，则 1 2| | | | | |k k ka a a   ，则 1 2, ,k k ka a a  成等比数列，

2
1 2k k ka a a  ，即

2 ( )( 2 )k k ka a d a d   ，得
2
3ka d  ， 1

1
3ka d  ， 2

4
3ka d  ，

而除了这三项外， | |na 最小值为 1
5| |
3ka d  或 3

7| |
3ka d  ，

但 1ka  和 3ka  均无法与 1 2, ,k k ka a a  构成等比数列，因此不符合条件．

综上所述：所有可能的m的值是 3．

【点睛】关键点睛：本题考查了等差数列和等比数列的综合应用，意在考查学生的计算能力，转化能力和

综合应用能力，其中根据特殊例子确定 3m  满足条件，再考虑 4m  时不成立，是解题的关键.

二、导数在研究函数中的作用
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3．（2023·上海闵行·统考一模）已知函数  y f x 的导函数为  y f x ， x R ，且  y f x 在 R 上为严

格增函数，关于下列两个命题的判断，说法正确的是（ ）

①“ 1 2x x ”是“        1 2 1 21 1f x f x f x f x     ”的充要条件；

②“对任意 0x  都有    0f x f ”是“  y f x 在 R 上为严格增函数”的充要条件．

A．①真命题；②假命题 B．①假命题；②真命题

C．①真命题；②真命题 D．①假命题；②假命题

【答案】C

【分析】对于①，构造函数 ( ) ( 1) ( )g x f x f x   ，结合题设，判断“ 1 2x x ”和

“        1 2 1 21 1f x f x f x f x     ”之间的逻辑推理关系，可判断其真假；对于②，结合函数单调性，判

断必要性；采用反证思想，结合题设推出矛盾，说明充分性成立，判断②的真假.

【详解】对于①：

设 ( ) ( 1) ( )g x f x f x   ， x R ，则 ( ) ( 1) ( )g x f x f x     ，

因为  y f x 在 R 上为严格增函数，故 ( 1) ( )f x f x   ，

即 ( ) ( 1) ( ) 0g x f x f x      ，则 ( ) ( 1) ( )g x f x f x   在 R上单调递增，

由于 1 2x x ，故 1 2( ) ( )g x g x ，即        1 1 2 21 1f x f x f x f x     。

即        1 2 1 21 1f x f x f x f x     ；

当        1 2 1 21 1f x f x f x f x     成立时，即        1 1 2 21 1f x f x f x f x     ，

由于 ( ) ( 1) ( )g x f x f x   在 R上单调递增，故 1 2x x ，

故“ 1 2x x ”是“        1 2 1 21 1f x f x f x f x     ”的充要条件，①为真命题；

对于②，当  y f x 在 R 上为严格增函数时，由对任意 0x  ，则都有    0f x f 成立；

当对任意 0x  都有    0f x f 时，假设  y f x 在 R 上不为严格增函数，

即  f x 不恒大于等于 0，即 a ，使得   0f a  ，

由于  y f x 在 R 上为严格增函数，故 ( , ]x a  时，   0f x  ，

此时  f x 在 ( , ]a 上单调递减，且其图象为一个严格递减的凹型曲线，

故当 x趋近于负无穷时，  f x 的值将趋近于正无穷大，
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这与对任意 0x  都有    0f x f 矛盾，

则假设不成立，即“  y f x 在 R 上为严格增函数”成立，

即“对任意 0x  都有    0f x f ”是“  y f x 在 R 上为严格增函数”的充要条件，②为真命题，

故选：C

【点睛】关键点睛：解答本题的关键是判断②中命题的充分性成立，解答时采用反证思想，推得矛盾，说

明充分性成立.

4．（2023上·上海松江·高三统考期末）函数  y f x 的图象如图所示，  y f x 为函数  y f x 的导函数，

则不等式
  0

f x
x


 的解集为（ ）

A． ( 3, 1)  B．(0,1)

C． ( 3, 1) (0,1)   D． ( , 3) (1, )  

【答案】C

【分析】先判断  f x 的符号，由此求得不等式
  0

f x
x


 的解集.

【详解】由图象可知，在区间    , 3 , 1,1   上   0f x  ，

在区间    3, 1 , 1,   上 ( ) 0f x¢ > ，

所以不等式
  0

f x
x


 的解集为 ( 3, 1) (0,1)   .

故选：C

5．（2023·上海青浦·统考一模）已知三个互不相同的实数 a、b、c满足 1a b c   ， 2 2 2 3a b c   ，则 abc

的取值范围为 ．

【答案】
51,
27

  
 

【分析】根据题中实数 a、b、c所满足等量关系，将 abc用 c表示，求出 c范围，利用导数求出其单调性，

进而得到 abc范围.

【详解】由题 1a b c   ， 2 2 2 3a b c   ， a b c 

得    2 2 2 21 2 2 2 3 2 2 2a b c a b c ab bc ac ab bc ac             ，

得 1ab bc ac    ，
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所以    1 1ab c b a ab c c       ，

则 2 1ab c c   ，

又 1  a b c，

所以由韦达定理得 a和 b为关于 x的方程  2 21 1 0x c x c c      的两不等根，

所以    2 2 21 4 1 0 3 2 5 0c c c c c           ，

得
51
3

c   ，

再由 2 1ab c c   ，所以 3 2abc c c c   ，

构造函数   3 2f x x x x  ，

则     23 2 1 1 3 1f x x x x x      ，

  0f x  得 1x  或
1
3

x = - ，

所以在
11,
3

   
 

，
51,
3

 
 
 

上 ( ) 0f x¢ > ，  f x 单调递增，

在
1 ,1
3

  
 

上   0f x  ，  f x 单调递减，

1 1 1 1 5
3 27 9 3 27

f        
 

，
5 125 25 5 5
3 27 9 3 27

f       
 

，

   1 1, 1 1f f     ，

所以   3 2f x x x x  在
51
3

c   上范围为
51,
27

  
 

，

所以 abc的取值范围为
51,
27

  
 

.

故答案为：
51,
27

  
 

【点睛】方法点睛：本题利用 1a b c   ， 2 2 2 3a b c   之间关系，将 abc变为一个变量，利用二次函数

的性质、韦达定理，利用导数研究函数单调性，属于中档题.

6．（2023·上海金山·统考一模）设函数 ( )y f x 的定义域为D，给定区间[ , ]a b D ，若存在 0 ( , )x a b ，使

得 0
( ) ( )( ) f b f af x
b a





，则称函数 ( )y f x 为区间[ , ]a b 上的“均值函数”， 0x 为函数 ( )y f x 的“均值点”．

(1)试判断函数 2y x= 是否为区间[1, 2]上的“均值函数”，如果是，请求出其“均值点”；如果不是，请说明理

由；

(2)已知函数 2 1 12 2 12x xy m      是区间[1,3]上的“均值函数”，求实数m的取值范围；
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(3)若函数
2

22( 2 2)
x ay

x x



 

（常数 aR ）是区间 [ 2,2] 上的“均值函数”，且
2
3 为其“均值点”．将区间[ 2,0]

任意划分成 1m （ Nm ）份，设分点的横坐标从小到大依次为 1 2, , , mt t t ，记 0 2t   ， 1 0mt   ，

1
0

| ( ) ( ) |
m

i i
i

G f t f t


  ．再将区间 [0,2]等分成 2 1n  （ nN）份，设等分点的横坐标从小到大依次为

1 2 2
, , , nx x x ，记

2

1
( )

n

i
i

H f x


 ．求使得 2023H G  的最小整数 n的值．

【答案】(1) 2y x= 为区间[1, 2]上的“均值函数”，且 3为其“均值点”

(2) ( ,2) [2 3 6, )  

(3)15

【分析】（1）根据题意，得到方程
2 2

2
0

2 1
2 1

x 



，求得 0 3x ，即可得到答案；

（2）设 0x 为该函数的“均值点”，则 0 (1,3)x  ，根据题意转化为 0 02(2 3) 2 6x xm   在 (1,3)上有解，分类讨

论，结合对勾函数性质，即可求解；

（3）根据题意，得到方程
2 (2) ( 2)( )
3 2 ( 2)

f ff  


 
，求得 0a  ，得出

2

2( )
2( 2 2)

xf x
x x


 

，利用导数求得函

数的单调性，得到 1)( ()i if tf t  ，求得
1
5

G  ，结合 ( ) (2 ) 1f x f x   ，进而求得 12nH  ，利用指数幂的

运算性质，即可求解.

【详解】（1）解：设函数 2y x= 是区间[1, 2]上的“均值函数”，且均值点为 0 [1,2]x  ，

可得
2 2

2
0

2 1
2 1

x 



，解得 0 3x 或 0 3x   (舍).

故 2y x= 为区间[1, 2]上的“均值函数”，且 3为其“均值点”.

（2）解：设 0x 为该函数的“均值点”，则 0 (1,3)x  ，

且 0 0

5 2 0
2 1 1 ( 2 2 12) ( 2 2 12)2 2 12

3 1
x x m mm          

    


，

即关于 0x 的方程 0 022 2 3 6 0x xm m     在区间 (1,3)上有解，

整理得 0 02(2 3) 2 6x xm   ，

①当 02 3x  时，0 3m  ，方程无解.

②当 02 3x  时，可得
0

0

22 6
2 3

x

xm 



.

令 02 3xt   ，则 ( 1,0) (0,5)t   ，且 02 3x t  ，
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可得
2( 3) 6 3 6tm t
t t

 
    ，

又由对勾函数性质，可得函数
3 6y t
t

   在 ( 1, 0)t   上是严格减函数，

在 (0, 3]t 上是严格减函数，在 [ 3,5)t 上严格增函数，

所以当 ( 1, 0)t   时，可得 2y＜ ，当 (0,5)t ，可得 2 3 6y   ，

所以 ( ,2) [2 3 6, )m    .

即实数m的取值范围是 ( ,2) [2 3 6, )   .

（3）解：由函数
2

22( 2 2)
x ay

x x



 

是区间[ 2,2] 上的“均值函数”，且
2
3 为其“均值点”，

可得
2 (2) ( 2)( )
3 2 ( 2)

f ff  


 
，即

2

2

4 42( ) 2(4 4 2) 2(4 4 2)3
2 2 2 ( 2)2[( ) 2 2]
3 3

a a
a

 
    

   
，

解得 0a  ，所以
2

2( )
2( 2 2)

xf x
x x


 

，

则
2 2

2 2 2 2

1 2 ( 2 2) (2 2) (2 )( )
2 ( 2 2) ( 2 2)

x x x x x x xf x
x x x x

         
   

，

当 [ 2,0]x  时， ( ) 0f x  ，即
2

2( )
2( 2 2)

xf x
x x


 

在 [ 2,0] 上单调递减，

所以 1)( ()i if tf t  ( 0,1, 2, ,i m  )，

则 1 1 0 1
0 0

1| ( ) ( ) | [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( 2) (0)
5

m m

i i i i m
i i

G f t f t f t f t f t f t f f  
 

           ，

又因为
2 2

2 2
(2 )( ) (2 ) 1

2( 1) 2 2(1 ) 2
x xf x f x

x x


    
   

，

从而 1 2 2
( ) ( ) ( )nH f x f x f x    ， 12 2 1

( ) ( ) ( )n nH f x f x f x


    ，

所以 2 2nH  ，可得 12nH  .，

由
11 2 2023

5
n  ，即 2 20230n  ，可得 2log 20230 14.3n   ，

故使得 2023H G  的最小整数 n的值为15 .

【点睛】方法指数总结：对于函数的新定义题型的求解策略：

（1）关于函数的新定义问题，关键是理解函数新定义的概念，根据函数的新定义的概念，挖掘其隐含条

件，把新定义问题转化为函数关系或不等关系式等是解答的关键；
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（2）关于函数的新定义问题，通常关联着函数的基本性质的综合应用，解答中要熟练掌握和应用函数的

有关性质和一些重用的结论，同时注意合理应用数形结合、导数、均值不等式等知识点的应用，以及它们

之间的逻辑关系，提升逻辑推理能力.

7．（2023·上海徐汇·统考一模）若函数 ( ),y f x x R 的导函数 ( ),y f x x  R 是以 ( 0)T T  为周期的函数，

则称函数 ( ),y f x x R 具有“T性质”．

(1)试判断函数 2y x= 和 siny x 是否具有“ 2π性质”，并说明理由；

(2)已知函数 ( )y h x ，其中 2( ) 2sin (0 3)    h x ax bx bx b 具有“ π性质”，求函数 ( )y h x 在[0, ] 上的极小值

点；

(3)若函数 ( ),y f x x R 具有“T性质”，且存在实数 0M  使得对任意 xR 都有 | ( ) |f x M 成立，求证：

( ),y f x x R 为周期函数．

（可用结论：若函数 ( ),y f x x R 的导函数满足 ( )=0,f x x R ，则 ( )f x C （常数）．）

【答案】(1) 2( )f x x 不具有“ 2π性质”， ( ) sing x x 具有“ 2π性质”，理由见解析

(2)
2π
3

(3)证明见解析

【分析】（1）根据所给定义计算可得；

（2）法一：依题意可得 ( π) ( )h x h x   可得
πcos cos ( π) abx b x
b

   对 xR 恒成立，再令 0x  、
πx
b

 求出 a、

b的值，再利用导数求出函数的极小值点；法二：依题意可得
π π πsin( ) sin( )
2 2 2
b b abx

b
   ，所以

πsin( ) 0
2
b

 且
π 0
2
a
b
 ，

即可求出 a、b的值，再利用导数求出函数的极小值点；

（3）令      h x f x T f x   ，则   0h x  ，从而得到  h x c （c为常数），法一：分 0c = 、 0c  、 0c 

三种情况讨论；法二：分 0c = 和 0c  两种情况讨论，当 0c  时，不妨令 0c  ，记 1Mn
c

    
，推出矛盾

即可得解.

【详解】（1） 2( )f x x 不具有“ 2π性质”．理由是： ( ) 2f x x  ，  2π (0) 4π 0f f    ，  2π (0)f f   ；

( ) sing x x 具有“ 2π性质”．理由是： ( ) cosg x x ， ( 2π) ( )g x g x   ．

（2）法一： 2( ) 2sin (0 3)    h x ax bx bx b ，则 ( ) 2 2 cos (0 3)     h x ax b b bx b ，

由 ( π) ( )h x h x   可得
πcos cos ( π) abx b x
b

   对 xR 恒成立．
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令 0x  ，得
π1 cos π ab
b

  ①；令
πx
b

 ，得
π1 cos π ab
b

   ②．

① ②得
2 π 0a
b

 ，因此 0a  ，从而 cos cos( π)bx bx b  恒成立，

π 2 πb k  即有 2 ,b k k Z且 0b  ．

由0 3b  得 =2b ，所以 ( ) 2 4 cos 2  h x x，当 [0, π]x 时，令 ( ) 0h x  可得
π 2π,
3 3

x x  ，列表如下：

x
π[0, )
3

π
3

( , )
3 3
  2π

3
2( π ,
3

π]

( )h x + 0  0 +

( )h x  极大值  极小值 

函数 ( )h x 在[0, ] 的极小值点为
2π
3
．

法二： ( ) 2 2 cos (0 3)     h x ax b b bx b ，

由 ( π) ( )h x h x   ，可得
πcos cos ( π) abx b x
b

   ，

所以
π π π π πcos cos
2 2 2 2
b b b b abx bx

b
                       

，

即
π π π π π π π π πcos cos sin sin cos cos sin sin
2 2 2 2 2 2 2 2
b b b b b b b b abx bx bx bx

b
                     
       

，

所以
π π πsin( ) sin( )
2 2 2
b b abx

b
   ，所以

πsin( ) 0
2
b

 且
π 0
2
a
b
 ，所以 0a  且 =2 ( Z)b k k 且 0b  ．

由0 3b  得 =2b ，所以 ( ) 2 4 cos 2  h x x，当 [0, π]x 时，令 ( ) 0h x  可得
π 2π,
3 3

x x  ，列表如下：

x
π[0, )
3

π
3

( , )
3 3
  2π

3
2( π ,
3

π]

( )h x + 0  0 +

( )h x  极大值  极小值 

函数 ( )h x 在[0, ] 的极小值点为
2π
3
．

（3）令      h x f x T f x   ，因为   , Ry f x x  具有“T ”性质

   f x T f x    ，

      0h x f x T f x       ，

     h x c f x T f x     （c为常数），

法一：
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① 若 0c = ， ( )f x 是以T为周期的周期函数；

②若 0c  ，由 ( ) (0)f nT f nc  ，

当
(0)M fn

c


 时， ( ) (0) (0) (0)f nT f nc f M f M      ，这与  f x M 矛盾，舍去；

③若 0c  ，由 ( ) (0)f nT f nc  ，

当
(0)M fn

c
 

 时， ( ) (0) (0) (0)f nT f nc f M f M       ，这与  f x M 矛盾，舍去．

综上， 0c = ．     0f x T f x   ，所以  f x 是周期函数．

法二：

当 0c = 时，     0f x T f x   ，所以  f x 是周期函数．

当 0c  时，不妨令 0c  ，记 1Mn
c

    
，其中[ ]x 表示不大于 x的最大整数．（ 0c  同理可证），

若存在  0 0f x  ，这    0 0 1Mf x nT f x nc nc c M
c

            
．

这与  f x M 矛盾．

若存在  0 0f x  ，这    0 0| | 1            

Mf x nT f x nc nc c M
c

．

这与  f x M 矛盾．

若不存在 0 Rx  ，使得  0 0f x  或  0 0f x  ，则  =0, Rf x x ，此时 0c = ，与 0c  矛盾，故舍去．

综上， 0c = ．     0f x T f x   ，所以  f x 是周期函数．

【点睛】方法点睛：函数新定义问题的方法和技巧：

（1）可通过举例子的方式，将抽象的定义转化为具体的简单的应用，从而加深对信息的理解；

（2）可用自己的语言转述新信息所表达的内容，如果能清晰描述，那么说明对此信息理解的较为透彻；

（3）发现新信息与所学知识的联系，并从描述中体会信息的本质特征与规律；

（4）如果新信息是课本知识的推广，则要关注此信息与课本中概念的不同之处，以及什么情况下可以使

用书上的概念.

8．（2023上·上海浦东新·高三统考期末）设  y f x 是定义在R 上的函数，若存在区间 ,a b 和 0 ( , )x a b ，

使得  y f x 在 0[ , ]a x 上严格减，在 0[ , ]x b 上严格增，则称  y f x 为“含谷函数”， 0x 为“谷点”，  ,a b 称

为  y f x 的一个“含谷区间”．

(1)判断下列函数中，哪些是含谷函数？若是，请指出谷点；若不是，请说明理由：
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（i） 2y x ，（ii） cosy x x  ；

(2)已知实数 0m  ，  2 2 ln 1y x x m x    是含谷函数，且 2,4 是它的一个含谷区间，求m的取值范围；

(3)设 , Rp q ，    4 3 2 4 3 2h x x px qx p q x       ．设函数  y h x 是含谷函数， ,a b 是它的一个含谷

区间，并记b a 的最大值为  ,L p q ．若    1 2h h ，且  1 0h  ，求  ,L p q 的最小值．

【答案】(1) 2y x 是含谷函数，谷点 0x  ； cosy x x  不是含谷函数，证明见解析.

(2)  2,18

(3) 2

【分析】（1）利用含谷函数定义判断函数的增减区间，再求谷点，证明函数是否为含谷函数；

（2）由题意可判断函数在区间  2,4 内有谷点，利用谷点定义求参数取值范围；

（3）分别讨论函数  h x 的单调性，判断谷点所在区间，得到  ,L p q 的解析式，再利用    1 2h h 和  1 0h 

消元求最值.

【详解】（1）函数
2 , 0

2
2 , 0
x x

y x
x x

 
   

，当  ,0x  时，单调递减，当  0,x  时，单调递增，所以 2y x

是含谷函数，谷点 0x  ；

函数 cosy x x  ，求导 1 sin 0y x    恒成立，函数单调递增，所以不是含谷函数.

（2）由题意可知函数  2 2 ln 1y x x m x    在区间 2,4 内先减后增，且存在谷点，

令    2 2 ln 1g x x x m x    ，所以   2 2
1

mg x x
x

   


，

设     2 2
1

mq x g x x
x

   


，

所以  
 2

2
1
mq x
x

  


，由 0m  可知  
 2

2 0
1
mq x
x

   


恒成立，

所以  g x 在区间 2,4 上单调递增，

若满足谷点，则有

 

 

2 2 0

4 6 0
3

g m
mg

   



  





，解得2 18m  ，

故 m的取值范围是  2,18 .

（3）因为    4 3 2 4 3 2h x x px qx p q x       ，
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所以      3 2 2 3 34 3 2 4 3 2 4 1 1 1
4 4 2
p p qh x x px qx p q x x x                          

，

若
2 3 31 1 0

4 4 2
p p qx x           

   
恒成立，

则函数  y h x 在 1x  时严格增，在 1x  时严格减，不是谷函数，不满足题意；

因此关于 x的方程
2 3 31 1 0

4 4 2
p p qx x           

   
有两个相异实根，即 0  ，

设两根为 ，  且  ，

因为    1 0 0h h  ，所以函数  y h x 在区间  ,1 上不为严格增，

但是当  min 1, ,x   时，   0h x  ，  y h x 为严格增，

所以  y h x 在区间  ,1 上的单调性至少改变一次，从而必有一个驻点，即 1  ，

同理，因为    1 2h h ，所以 1  ，

因此，  y h x 在区间  , 和  1, 上严格增，在区间  ,1 和 ,  上严格减，

从而函数  y h x 的含谷区间 ,a b 必满足    , ,a b   ，

即  
2

23 3 9 3, 1 4 1 3 2
4 4 2 16 2
p p qL p q p p q                    

   
，

因为  1 1 4 3 2 3 2h p q p q p q          ，

 2 16 8 4 8 6 4 8 2h p q p q p          ，

由    1 2h h 得3 2 8 2p q p     ，所以 4 11p q  ，

由  1 0h  得3 2 0p q   ，所以 2 3p q  ，

所以
11 4 , 4
3 2 , 4

p p
q

p p
 

   
，

当 4p  时，   29 13, 19 2
16 2

L p q p p    ，

当 4p  时，   29 5, 3 2
16 2

L p q p p    ，

因此  ,L p q 的最小值为 2，当 4, 5p q   时成立.

【点睛】关键点睛：（1）利用谷点定义判断函数是否为含谷函数；

（2）根据谷点性质求参数的取值范围；
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（3）将导数分解因式，利用二次函数性质讨论  y h x 的单调性，进而得到   , ,a b   和  ,L p q ，求

函数最值.

9．（2023上·上海·高三上海市七宝中学校联考阶段练习）已知函数   exf x x  ，   e xg x x  ，其中 e为

自然对数的底数，设函数      F x af x g x  ，

(1)若 ea  ，求函数  y F x 的单调区间，并写出函数  y F x m  有三个零点时实数m的取值范围；

(2)当 0 1a  时， 1 2x x、 分别为函数  y F x 的极大值点和极小值点，且不等式    1 2 0F x tF x  对任意

 0,1a 恒成立，求实数 t的取值范围.

(3)对于函数  y f x ，若实数 0x 满足    0 0f x f x F D  ，其中 F、D为非零实数，则 0x 称为函数  f x 的

“F D 笃志点”.

①已知函数  
e , 0
1 , 0

x x
f x

x
x a

 
 

 

，且函数  f x 有且只有 3个“1 1 笃志点”，求实数 a的取值范围；

②定义在 R上的函数  f x 满足：存在唯一实数 m，对任意的实数 x，使得    f m x f m x   恒成立或

   f m x f m x    恒成立.对于有序实数对  ,F D ，讨论函数  f x “F D 笃志点”个数的奇偶性，并说

明理由

【答案】(1)函数的单调递增区间为  , 1  和  0,  ，单调递减区间为  1,0 ，  e 1,2m 

(2)  , 1 

(3)①  2,e ；②答案见解析

【分析】（1）求导得到单调区间，计算极值，画出函数图像，根据图像得到答案.

（2）求导得到导函数，确定极值点和单调区间，确定 0t  ，构造新函数，确定函数的单调区间，计算最

值，考虑 1t   和 1 0t   两种情况，根据函数的单调性计算最值即可.

（3）①考虑 0 0x  ， 01 0x- < < ， 0 1x   三种情况，代入数据，构造新函数，根据二次函数根的分布得到

范围；②确定    0 02 2 ]f m x F f m x F F D      ，比较 02m x F  与 0x 的大小关系，得到

2 2
F Ff m f m D        

   
，得到答案.

【详解】（1）       1e e e ex xF x f x g x x x       ，
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    1e e e 1 e 1 e ex x x xF x           ，

当 1x   时， 1 0xe   ， e e 0x  ，故   0F x  ，函数单调递增；

当 1 0x   时， 1 0xe   ， e e 0x  ，故   0F x  ，函数单调递减；

当 0x  时， e 1 0x   ， e e 0x  ，故   0F x  ，函数单调递增；

综上所述：函数的单调递增区间为  , 1  和  0,  ，单调递减区间为  1,0 .

 1 2f   ，  0 e 1f   ，画出函数图像，如图所示：

根据图像知  e 1,2m  .

（2）          e ex x xF x af x g x a x     ，             e 1 e 1 e 1 ex x x xF x af x g x a a        ，

取   0F x  ，得到 0x  或 lnx a  ，

当  ,0x  时，   0F x  ，函数在  ,0 上单调递增，

当  0, lnx a  时，   0F x  ，函数在  0, ln a 上单调递减，

当  ln ,x a   时，   0F x  ，函数在  ln ,a  上单调递增，

故 1 0x  是极大值点， 2 lnx a  是极小值点，

     1 2 1 ln ln 1 0F x tF x a t a a a a        恒成立，

 1 1 0F x a   ，    2 1ln ln 1 0F x a a a a F x      ，故 0t  ，

设    1 ln ln 1a a t a a a ah       ，  0,1a ，

  1 1ln 1 1 1 l1 nt a t a
a a

h a             
  




 ，
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设   1lnm a a
a

  ，则   2 2

1 1 1 0am a
a a a

     恒成立，

故  m a 在  0,1 上单调递减，    1 1m a m  ，

当 1t   时，   11 ln 0t a
a

h a      
 

 ，函数  h a 单调递减，    1 0h a h  ；

当 1 0t   时，存在  0 0,1a  ，使得  0 0h a  ，

 00,x a 时，   0h a  ，函数单调递减；  0 ,1x a 时，   0h a  ，函数单调递增；

故    0 1 0h a h  ，不成立；

综上所述：  , 1t    .

（3）①    0 0 1 1f x f x   有三个不等的实数根，

当 0 0x  时， 0 1 1x   ，故 0 0 1e e 1x x   ，解得 0
1
2

x   ，不符合；

当 01 0x- < < 时， 0 1 0x   ，故
0 1

0

e 1
x

x a






，即 0
0

1exa x  ，

令   1e ( 1 0)xg x x x     ，则   1e 1 0xg x    在 1 0x   上恒成立，故   1ex xg x   在  1 0 , 上单调

递增，故    1e 2,exg x x   ，

故当  2,ea 时，  f x 在  1 0 , 有 1个“1 1 笃志点”；

当 0 1x   时， 0 1 0x   ，故
0 0

1 1 1
1x a x a

 
  

，

则  2 2
0 02 1 1 0x a x a a      ，由于  2 2

0 02 1 1 0x a x a a      至多有两个根，

结合前面分析 a的取值范围为  2,e 的子集，

令    2 22 1 1w x a ax x a     ，其中    2 22 1 4 1 5 0a a a        ，

   
2

2 2 1 52 1 1 1
2 4

1 1w a a a a a a           
 

   ，当  2,ea 时，

 
2 21 5 1 52 1

2 4 2 4
1w a            




  
，

   2 22 1 1w x a ax x a     的图象的对称轴为
1 5
2 2

x a     ，

故    2 22 1 1w x a ax x a     在  , 1x   上有两个不相等的实数根，

综上所述：
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函数  f x 有且只有 3 个“1 1 笃志点”，则实数 a的取值范围为  2,e ；

② 定义在R 上的函数  f x 满足：

存在唯一实数m，对任意的实数 x，使得    f m x f m x   恒成立，

故    0 02f x f m x  ，    0 02f x F f m x F    ，

因为    0 0f x f x F D  ，所以    0 02 2f m x f m x F D    ，

即    0 02 2 ]f m x F f m x F F D      ，

比较 02m x F  与 0x 的大小关系，

若存在 0x ，使得    
0 0

0 0

2m x F x
f x f x F D

  
  

，即

0 2

2 2

Fx m

F Ff m f m F D

  
               

，

则有
2 2
F Ff m f m D        

   
成立，

故对于有序实数对  ,F D ，函数  f x “F D 笃志点” 个数为奇数个，

同理，对于定义在R 上的函数  f x 满足：

存在唯一实数m，对任意的实数 x，使得    f m x f m x    恒成立，

故    0 02f x f m x   ，    0 02f x F f m x F     ，

因为    0 0f x f x F D  ，所以    0 02 2f m x f m x F D             ，

即    0 02 2f m x f m x F D    ，可得到同样的结论；综上所述：若存在 0x ，使得    
0 0

0 0

2m x F x
f x f x F D

  
  

，

则函数  f x “F D 笃志点”个数为奇数个，

否则，函数  f x “F D 笃志点”个数为偶数个.

【点睛】关键点睛：本题考查了函数的新定义问题，利用导航求参数范围，函数的最值极值，零点问题和

恒成立问题，意在考查学生的计算能力，转化能力和综合应用能力，其中分类讨论的方法是解题的关键，

分类讨论是常用的数学方法，需要熟练掌握.

10．（2023·上海长宁·统考一模）若函数  y f x 与  y g x 满足：对任意 1 2,x x R ，都有

       1 2 1 2f x f x g x g x   ，则称函数  y f x 是函数  y g x 的“约束函数”.已知函数  y f x 是函
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数  y g x 的“约束函数”.

(1)若   2f x x ，判断函数  y g x 的奇偶性，并说明理由：

(2)若    3 ( 0), sinf x ax x a g x x    ，求实数 a的取值范围；

(3)若  y g x 为严格减函数，    0 1f f ，且函数  y f x 的图像是连续曲线，求证：  y f x 是  0,1 上

的严格增函数.

【答案】(1)  y g x 是偶函数；理由见解析

(2) 1a 

(3)证明见解析

【分析】（1）根据题意结合偶函数的定义分析证明；

（2）根据题意结合  y f x 的单调性分析可得        1 1 2 2f x g x f x g x   ，        1 1 2 2f x g x f x g x   ，

设      u x f x g x  ，      v x f x g x  ，可知  y u x 与  y v x 均为R 上的严格增函数，利用导数分析求

解；

（3）根据题意分析可得任意 1 2x x ，都有    1 2f x f x ，利用反证法先证当 0 1x  时，      0 1f f x f  ，

再明当 1 20 1x x< < < 时，    1 2f x f x ，即可得结果.

【详解】（1）因为   2f x x ，故对任意的 xR 都有     0f x f x   ．

又因为函数  y f x 是函数  y g x 的“约束函数”，

则对任意 1 2,x x R ，都有        1 2 1 2f x f x g x g x   ，

取 1 2,   x x x xR ，可得        0      f x f x g x g x 恒成立，

即    g x g x  对任意的 xR 成立，故  y g x 是偶函数；

（2）因为 3( 0),  y ax a y x 是R 上的严格增函数，则  y f x 是R 上的严格增函数，

设 1 2x x ，则    1 2f x f x ，

进而        1 2 2 1g x g x f x f x   ，

可得        1 2 2 1  g x g x f x f x ，        2 1 2 1  g x g x f x f x ，

所以        1 1 2 2f x g x f x g x   ，        1 1 2 2f x g x f x g x   ，
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设      u x f x g x  ，      v x f x g x  ，

则  y u x 与  y v x 均为R 上的严格增函数，

因为   23 cos 0u x a x x     ，   23 cos 0v x a x x     恒成立，

对于   23 cos 0v x a x x     恒成立，

因为 23 0x  ， cos 1x   ，当且仅当 0x  时，等号成立，

所以 23 cos 1 0    a x x a ，解得得 1a  ，

当 1a  时，   23 cos cos 0      u x a x x a x 恒成立，

所以实数 a的取值范围为 1a  .

（3）设 1 2x x ，因为  y g x 是严格减函数，所以    1 2g x g x ，即    1 2 0g x g x  ，

而        2 1 1 2f x f x g x g x   ，所以    1 2 0f x f x  ，

所以对任意 1 2x x ，都有    1 2f x f x ，

①首先证明：当 0 1x  时，      0 1f f x f  ，

假设存在 00 1x  ，且    01f f x ，

设      1h x f x f  ，则  0 0h  ，  0 0h x  ，

所以存在  3 00,x x ，使得  3 0h x  ，

得    3 1f x f ，与结论对任意 1 2x x ，    1 2f x f x 矛盾，

所以不存在 00 1x  ，使得    01f f x ，

同理可得：也不存在 00 1x  ，使得    0 0f x f ，

所以当 0 1x  时，      0 1f f x f  .

②再证明：当 1 20 1x x< < < 时，    1 2f x f x ，

假设存在 1 20 1x x< < < ，使得    1 2f x f x ，则        2 10 1f f x f x f   ，

设      2h x f x f x  ，则  0 0h  ，  1 0h x  ，

所以存在  3 10,x x ，使得  3 0h x  ，

得    3 2f x f x ，与结论对任意 1 2x x ，    1 2f x f x 矛盾，



微信公众号：MS ZHANG 课堂 如需咨询课程，请添加微信：191 2151 9479

试卷第 26页，共 48页

所以假设不成立，即对任意  1 2, 0,1x x  ，都有    1 2f x f x

所以  y f x 是  0,1 上的严格增函数.

【点睛】关键点睛：“新定义”题型的关键是根据新定义的概念、新公式、新定理、新法则、新运算五种，

然后根据此新定义去解决问题，有时还需要用类比的方法去理解新的定义，这样有助于对新定义的透彻理

解，（3）中也结合反证法分析求解.

11．（2023·上海普陀·统考一模）设函数  y f x 的表达式为   e e x xf x a .

(1)求证：“ 1a  ”是“函数  y f x 为偶函数”的充要条件；

(2)若 1a  ，且    2 2 3f m f m   ，求实数m的取值范围.

【答案】(1)证明见解析；

(2)
1
3

m  或 5m  .

【分析】（1）根据给定条件，利用偶函数的定义、结合充要条件的意义推理即得.

（2）利用偶函数性质及在[0, ) 的单调性求解不等式即可.

【详解】（1）函数   e e x xf x a 的定义域为 R， e ex x 不恒为 0，

函数  y f x 为偶函数 R, ( ) ( ) 0x f x f x    

R, e e ( e e ) 0 R, (1 )(e e ) 0 1x x x x x xx a a x a a                ，

所以“ 1a  ”是“函数  y f x 为偶函数”的充要条件.

（2）当 1a  时， ( ) e ex xf x   ，求导得 ( ) e ex xf x    ，函数 ( )f x 在 R上单调递增，

当 0x  时， ( ) (0) 0f x f   ，即函数 ( ) e ex xf x   在[0, ) 单调递增，又 ( )f x 是偶函数，

因此 ( 2) (2 3) (| 2 |) (| 2 3 |) | 2 | | 2 3 |f m f m f m f m m m           ，

即 ( 5)(3 1) 0m m   ，解得
1
3

m  或 5m  ，

所以实数m的取值范围是
1
3

m  或 5m  .

12．（2023·上海崇明·统考一模）已知 ( ) sin ( R, 0)f x mx x m m    ．

(1)若函数 ( )y f x 是实数集 R上的严格增函数，求实数 m的取值范围；

(2)已知数列{ }na 是等差数列（公差 0d  ）， ( )n nb f a ．是否存在数列{ }na 使得数列{ }nb 是等差数列？若存在，

请写出一个满足条件的数列{ }na ，并证明此时的数列{ }nb 是等差数列；若不存在，请说明理由；
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(3)若 1m  ，是否存在直线 y kx b  满足：①对任意的 xR 都有 ( )f x kx b  成立，

②存在 0x R 使得 0 0( )f x kx b  ？若存在，请求出满足条件的直线方程；若不存在，请说明理由．

【答案】(1) 1m 

(2)存在数列{ }na ，数列{ }na 满足： 2 1sin sin 2sinn n na a a   ，证明见解析

(3)存在直线满足题意，直线方程为 1y x 

【分析】（1）此题分析题意，根据实数集题意可得 '( ) cos 0f x m x   对任意的 xR 都成立，故可得出答

案.

（2）利用等差数列性质，结合题意，首先得出 2 12n n nb b b   对一切正整数 n成立.

再经过化简计算得出结果.

（3）首先分析题意，按b三种不同情况进行分析，最后得出直线方程为 1y x  .

【详解】（1）（1）因为函数 ( )y f x 是实数集 R 上的严格增函数，

所以 '( ) cos 0f x m x   对任意的 xR 都成立

因为函数 cosy m x  的最小值为 1m ，所以 1m 

（2） sinn n nb a ma  ，若 nb 是等差数列，则 2 12n n nb b b   对一切正整数 n成立，

即 2 2 1 1sin sin 2sin 2n n n n n na ma a ma a ma        ，

将 2 12n n na a a   代入化简得 2 1sin sin 2sinn n na a a   ，

即    1 1 1sin sin 2sinn n na d a d a      ，

展开化简得  12sin cos 1 0na d    对一切正整数 n成立，所以 cos 1d  ，

故  2 π 0, Zd k k k   ；

此时    1 1sin sin 1 2 π 1 2 πn n nb a ma a n k m a n k             

  1 11 2 π sinm n k ma a    ，所以 1 2 πn nb b m k   为常数，

故 nb 是等差数列

（3）令 ( ) ( sin ) ( ) (1 ) sing x x x kx b k x x b       

则当mZ时， ( 2 π) 2(1 ) π sin
1 1
b bg m k m
k k
   

 

1k  时，存在mZ使得 ( 2 π) 0
1
bg m
k
 


，

即存在 xR 使得 ( )f x kx b  ，与题意不符
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同理， 1k  时，存在 xR 使得 ( )f x kx b  ，与题意不符

1k  时， ( ) sing x x b 

当 1b   时，显然存在 xR 使得 ( ) 0g x  ，即存在 xR 使得 ( )f x kx b 

当 1b   时，对任意的 xR 都有 ( ) 0g x  ，

当 1b  时，存在 0 2
x 
  ，使得 0 0( )=f x kx b ，且对任意的 x R 都有 ( ) 0g x  ，即对任意的 xR 都有

( )f x kx b 

综上，存在直线 y kx b  满足题意，直线方程为 1y x 

13．（2023·上海普陀·统考一模）若存在常数 t，使得数列 na 满足 1 1 2 3n na a a a a t    （ 1n  ， nN），

则称数列 na 为“  H t 数列”.

(1)判断数列：1，2，3，8，49是否为“  1H 数列”，并说明理由；

(2)若数列 na 是首项为 2的“  H t 数列”，数列 nb 是等比数列，且 na 与 nb 满足

2
1 2 3 2

1
log

n

i n n
i
a a a a a b



   ，求 t的值和数列 nb 的通项公式；

(3)若数列 na 是“  H t 数列”， nS 为数列 na 的前 n项和， 1 1a  ， 0t  ，试比较 ln na 与 1na  的大小，并证

明 1 e nS n
n nt S S 
   .

【答案】(1)不是“  1H ”数列

(2) 1t   ，
12nnb


(3) ln 1n na a  ，证明见解析

【分析】（1）根据“  H t 数列”的定义进行判断，说明理由；

（2）根据 na 是首项为 2的“  H t 数列”，求出 2 3,a a ，由 nb 是等比数列，设公比为q，由

2
1 2 3 2

1
log

n

i n n
i
a a a a a b



   ，可得
2

1 2 3 2 1
1

1

1 logn

n

ni n
i
a a aa a a b 





   ，作差可得

 2
2
1 11 3 2 1 21 log logn n nn na a a a a b ba      ，利用 nb 前三项数列，可以求解 t和q，进而求解等比数列 nb

的通项公式；

（3）根据题意构造函数   ln 1f x x x   ，求导并判断  f x 在  1, 上单调递增，由 na 是 “  H t 数列”

与 1 1, 0a t  ，反复利用 1 2 31n na a a a ta    ，可得对于任意的 1,n n N， 1na  ,进而得到 ln 1n na a  ，
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推出  1 2ln n na a a S n  ，再利用 lny x 在  0,x  上单调递增，得到 1 2 e nS n
na a a  ，通过已知条件

变形推出 1 e nS n
n nt S S 
   .

【详解】（1）根据“  H t 数列”的定义，则 1t  ，故 1 1 2 3 1n na a a a a   ，

因为 2 1 1a a  成立， 3 2 1 1a aa   成立， 4 3 2 1 8 1 2 3 8 6 2 1a aa a         不成立，

所以1,2,3,8,49不是“  1H 数列”.

（2）由 na 是首项为 2的“  H t 数列”，则 2 2a t  ， 3 3 4a t  ，

由 nb 是等比数列，设公比为q，

由
2

1 2 3 2
1

log
n

i n n
i
a a a a a b



   ，

则
2

1 2 3 2 1
1

1

1 logn

n

ni n
i
a a aa a a b 





   ，

两式作差可得  2
2
1 11 3 2 1 21 log logn n nn na a a a a b ba      ，

即  11 2 3
2
1 2o1 l gnn n qa a a aa a   

由 na 是 “  H t 数列”，则 1 2 31n na a a a ta    ，对于 1,n n N恒成立，

所以    1
2
1 1 21 lognn na t a qa     ，

即   1 2 1 2log log1 n nnt t b ba     对于 1,n n N恒成立，

则
 
 

2 2

3 2

1 log
1 log

t a t q
t a t q

   
   

，即
   
   

2

2

1 2 log
1 3 4 log

t t t q
t t t q

    
    

，

解得， 1t   ， 2q = ，

又由 1 2a  ，
2
1 121 loga a b  ，则 1 4b  ，即

12nnb


故所求的 1t   ，数列 nb 的通项公式
12nnb


（3）设函数   ln 1f x x x   ，则   1 1f x
x

   ，令   0f x  ，

解得 1x  ，当 1x  时，   0f x  ，

则   ln 1f x x x   在区间  1, 单调递减，

且  1 ln1 1 1 0f     ，

又由 na 是 “  H t 数列”，
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即 1 2 31n na a a a ta    ，对于 1,n n N恒成立，

因为 1 1, 0a t  ，则 2 1 1a ta    ，

再结合 1 21, 0, 1a t a   ，

反复利用 1 2 31n na a a a ta    ，

可得对于任意的 1,n n N， 1na  ,

则    1 0nf a f  ，

即 ln 1 0n na a   ，则 ln 1n na a  ，

即 1 1ln 1a a  ， 2 2ln 1a a  ，L ， ln 1n na a  ，

相加可得 1 2 1 2ln ln ln n na a a a a a n         ，

则  1 2ln n na a a S n  ,

又因为 lny x 在  0,x  上单调递增，

所以 1 2 e nS n
na a a  ，

又 1 2 31n na a a a ta    ，所以 1 e nS n
na t 
   ，

即 1 e nS n
n nS S t 
    ，

故 1 e nS n
n nt S S 
   .

【点睛】关键点睛：本题主要数列的新定义题型，紧扣题意进行求解，同时构造函数，利用导数判断单调

是证明不等式的关键.

三、导数的综合应用

14．（2023·上海崇明·统考一模）若存在实数 ,a b，对任意实数 [0,1]x ，使得不等式 3 3x m ax b x m  ≤ ≤ 恒

成立，则实数 m的取值范围是（ ）

A．
3
9
,

 
   

 
B．

8 3 ,
9

 
   

 
C．

3 ,
3

 
   

 
D．

3 ,
2

 
   

 

【答案】A

【分析】不等式 3 3x m ax b x m     等价于
3x ax b m  ，原命题等价于存在实数 a，b，对任意实
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数 [0,1]x 不等式
3x ax b m  恒成立，等价于存在实数 a，b，不等式

3
max

x ax b m    成立，分别

讨论 0a  ，0 1a  ，1 3a  ， 3a  的情况，先求出
3

max
x ax b ，再求出  3

max min
x ax b 即可解

决问题.

【详解】不等式 3 3x m ax b x m     等价于 3m x ax b m     即
3x ax b m  ，

原命题等价于存在实数 a，b，对任意实数 [0,1]x 不等式
3x ax b m  恒成立，

等价于存在实数 a，b，不等式
3

max
x ax b m    成立，

记 3( ) x ax bf x    ，则 2( ) 3f x x a    ，

（1）当 0a  时，对任意 [0,1]x ， ( ) 0f x  恒成立，即 ( )f x 在[0,1]上单调递减 1 ( )a b f x b   

①当 1 0a b b    ，即
1
2
ab 

 时， max
( )f x b ，

②当 1 0a b b    ，即
1
2
ab 

 时， max
( ) 1f x a b    ，

从而当 0a  时，

1,
2( )

1 1,
2

abb
g b

a b ab





     

，

则 ( )g b 在
1( , )
2
a

 上单调递减，在
1 ,
2
a  

上单调递增，

所以 min
1 1 1( ) ( )
2 2 2
a ag b g  

   ；

（2）当 0 < < 3a 时，令 ( ) 0f x  ，解得
3
ax  ，

( )f x 在区间 0,
3
a 

 
 

上单调递增，在 ,1
3
a 

 
 

上单调递减，

(0)f b ，
2

3 3 3
a a af b

 
   

 
， (1) 1  f a b ，

①当0 1a  时 1a b b   ，此时
21 ( )
3 3
a aa b f x b     ，

) 当
21 0
3 3
a aa b b     即

1 1
2 2 3 3

a ab a   时， max
( ) 1f x a b    ，

) 当
21 0
3 3
a aa b b     即

1 1
2 2 3 3

a ab a   时，
max

2
3

)
3

(f ba ax  ，

从而当0 1a  时，

1 12 8 ,
2 2 3 3( ) 2
1 1,3 3
2 2 3 3

a aa b b a
g b a a b a ab a

     
 

   

，
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则 ( )g b 在区间
1 1,
2 2 3 3

a aa
 
    
 

上单调递减，在区间
1 1 ,
2 2 3 3

a aa
 

    
 

上单调递增,

所以 min
1 1 1( )
2 2 6 3 2 2 3 3

a a a a ag b g a
 

       
 

；

令
3
at  ，则

10
3

t  ，
2 3

min
1 3( )
2 2

g b t t   ，记
2 31 3( )

2 2
h t t t   ，

则 2( ) 3 3 ) 3 ( 1)h t t t t t     ，

当
10,
3

 
 
 

时， ( ) 0h t  恒成立，

即 ( )h t 在区间
10,
3

 
 
 

上单调递减，即 min
1 3( )
3 9

h t h
 

   
 

，

即 min
3( )
9

g b  ；

②当1 3a  时 1a b b   ，此时
2( )
3 3
a ab f x b   ，

) 当
2 0
3 3
a ab b   即

3 3
a ab   时， max

( )f x b  ，

) 当
2 0
3 3
a ab b   即

3 3
a ab   时，

max

2
3

)
3

(f ba ax  ，

从而当1 3a  时，

,
3 3( ) 2

,3 3
3 3

a ab b
g b a a b a ab

  
 

  

，

则 ( )g b 在区间 ,
3 3
a a 

   
 

上单调递减，在区间 ,
3 3
a a 

   
 

上单调递增，

所以 min
3( )

3 3 3 3 9
a a a ag b g

 
     

 
；

（3）当 3a  时，对任意 [0,1]x ， ( ) 0f x  恒成立，即 ( )f x 在[0,1]上单调递增，

( ) 1b f x a b   

①当 1 0a b b    ，即
1
2
ab 

 时， max
( ) 1f x a b   ，

②当 1 0a b b    ，即
1
2
ab 

 时， max
( )f x b  ，

从而当 3a  时，

1,2 8 2( )
1,
2

aba b
g b

b ab


 

   
，
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则 ( )g b 在
1( , )
2
a

 上单调递减，在
1 ,
2
a  

上单调递增，

所以 min
1 1
2

)
2

( ( ) 1g ab g a
  


；

综上所述， min
3( )
9

g b  ，

所以
3
9

m  .

故选：A

【点睛】结论点睛：本题考查不等式的恒成立与有解问题，可按如下规则转化：

一般地，已知函数    , ,y f x x a b  ，    , ,y g x x c d 

（1）若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，总有    1 2f x g x 成立，故    1 2max min
f x g x ；

（2）若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x 成立，故    1 2max max
f x g x ；

（3）若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x 成立，故    1 2min min
f x g x ；

（4）若  1 ,x a b  ，  2 ,x c d  ，有    1 2f x g x ，则  f x 的值域是  g x 值域的子集 ．

15．（2023·上海普陀·统考一模）设函数   2e 2xf x a x  ，若对任意  0 0,1x  ，皆有

   
0

0 0

0

lim 0
x x

f x f x x x
x x

  



成立，则实数 a的取值范围是 .

【答案】
3
44e ,

 
 

 

【分析】根据导数的几何意义转化为   1 0  f x 对任意  0,1x 恒成立，再代入   e 4xf x a x   ，利用分

离参数法即可得到答案.

【详解】
   

0

0 0

0

lim 0
x x

f x f x x x
x x

  



，即

     
0

0 0

0

lim 0
x x

f x f x x x
x x

  



，

即
   

0

0

0

lim 1 0
x x

f x f x
x x


 


，即   1 0  f x 对任意  0,1x 恒成立，

  e 4xf x a x   ，即 0e 4 1xa x   对任意  0,1x 恒成立，

e
4 1

xa x 
 对任意  0,1x 恒成立，则

max

4
e

1
xa x    

 
，

设   4
e

1
x

xh x 
 ，则  

e
3 4

x

xh x   ，令   3 4 0
ex
xh x    ，解得

3
4

x  ，

当
30,
4

x   
 

时，   0h x  ，此时  h x 单调递增，
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当
3 ,1
4

x   
 

时，   0h x  ，此时  h x 单调递减，

则  
3
4

max

3 4e
4

h x h
   

 
，则

3
44e ,a

 
  
 

，

故答案为：
3
44e ,

 
 

 
.

16．（2023·上海杨浦·统考一模）设函数   exf x  ， xR .

(1)求方程     2
2f x f x  的实数解；

(2)若不等式  x b f x  对于一切 xR 都成立，求实数b的取值范围.

【答案】(1) ln 2

(2) 1b 

【分析】（1）转化为关于 ex的一元二次方程求解即可；

（2）分离参数后，构造函数，利用导数求函数的最小值即可得解.

【详解】（1）由   exf x  知，方程     2
2f x f x  为  2e e 2x x  ，

即   e 2 e 1 0x x   ，

解得 e 2x  ，即 ln 2x  .

（2）不等式  x b f x  即 exx b  ，

原不等式可化为 exb x  对于一切 xR 都成立，

令 ( ) e xg x x  ，则 ( ) e 1xg x   ，

当 0x  时， ( ) 0g x  ，当 0x  时， ( ) 0g x  ，

所以函数 ( )g x 在 ( ,0) 上递减，在 (0, ) 上递增，

故当 0x  时， min( ) (0) 1x g  ，

所以 1b  .

17．（2023·上海嘉定·统考一模）已知
ln( ) , ( )

ex
x xf x g x

x
  ．

(1)求函数 ( ) ( )y f x y g x 、 的单调区间和极值；

(2)请严格证明曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 有唯一交点；

(3)对于常数
10,
e

a   
 

，若直线 y a 和曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 共有三个不同交点      1 2 3, , ,x a x a x a、 、 ，其
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中 1 2 3x x x  ，求证： 1 2 3x x x、 、 成等比数列．

【答案】(1)答案见解析

(2)证明过程见解析

(3)证明过程见解析

【分析】（1）根据导数的性质，结合极值的定义进行求解即可；

（2）构造新函数利用导数的性质，结合函数零点存在原理进行求解即可；

（3）根据题意得到
1 2

31 2 2

2 3

lnln
e ex x

xx x x a
x x

    ，结合（1）中结论、等比数列的定义进行运算证明即可.

【详解】（1）由题意可知：  f x 的定义域为R ，  g x 的定义域为  0, ，

2

1 1 ln( ) , ( )
ex
x xf x g x

x
    ，

当 ( ) 0f x¢ > 时，得 1x  ，此时函数 ( )y f x 单调递增，

当   0f x  时，得 1x  ，此时函数 ( )y f x 单调递减，

因此函数 ( )y f x 极大值为   11
e

f  ，

单调递增区间为  ,1 ，单调递减区间为  1, ；

当   0g x  时，得0 ex  ，此时函数 ( )y g x 单调递增，

当   0g x  时，得 ex ，此时函数 ( )y g x 单调递减，

因此函数 ( )y g x 极大值为   1e
e

g  ，

单调递增区间为  0,e ，单调递减区间为  e, ，

所以函数 ( )y f x 极大值为
1
e
，单调递增区间为  ,1 ，单调递减区间为  1, ；

函数 ( )y g x 极大值为
1
e
，单调递增区间为  0,e ，单调递减区间为  e, .

（2）设    
2ln e ln( ) ( ) , 0,

e e

x

x x
x x x xm x f x g x x

x x


       ，

设    2 1e ln 2 e lnx xh x x x h x x x
x

       
 

，

设     2

1 1ln xx x x
x x

      ，

当  0,1x 时，    0,x x   单调递减，

当  1,x  时，    0,x x   单调递增，
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所以    min

11 1 ln 1x x
x

      ，

设    e e e ex xn x x n x     ，

当  0,1x 时，    0,n x n x  单调递减，

当  1,x  时，    0,n x n x  单调递增，

所以    min 1 0 e exn x n x    ，

因此有
1e ln ex x x
x

   
 

，当 1x  时取等号，

于是有    12 e ln 2 e 2 e 0xh x x x x x x
x

          
 

，

因此  h x 单调递减，而        2 e1 1, e e e 0 1 e 0h h h h      ，

根据函数零点存在原理，当  0,x  时，函数  h x 在  1, e 内有唯一零点，

因此   ( ) ( ) 0m x f x g x   有唯一实根，因此曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 有唯一交点.

（3）由（1）可知两个函数的最大值均为
1
e
，

且函数 ( )y f x 单调递增区间为  ,1 ，单调递减区间为  1, ；

函数 ( )y g x 单调递增区间为  0,e ，单调递减区间为  e, ，

由（2）可知曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 有唯一交点，且交点在  1, e 内，

因为直线 y a 和曲线 ( ) ( )y f x y g x 、 共有三个不同交点      1 2 3, , ,x a x a x a、 、 ，其中 1 2 3x x x  ，

因此两条曲线必过两个曲线的交点，

所以有 1 2 30 1 ex x x     ，

因此有 1

1 2

31 2 2
1 3 3

2 3

lnln e ln
e e

x
x x

xx x x a x x x
x x

      ，

因为
1

1 1

1 2

2

lnln e
e e

x

x x
x x

x
  ，  1

2e , 0,ex x  ， ( )y g x 在  0,e 上单调递增，

所以有 1
2ex x ，

同理
2

2 2

32

3

lnln e
e e

x

x x
xx
x

  ，  2
3e , e,x x   ，而函数 ( )y g x 在  e, 单调递减，

所以有 2
3ex x ，而 1

1 3 3e lnxx x x ，所以
2

1 3 2 2 2x x x x x   ，
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因此 1 2 3x x x、 、 成等比数列.

【点睛】关键点睛：本题的关键是利用构造新函数，利用导数的性质、结合放缩法进行运算证明.

18．（2023·上海宝山·统考一模）已知函数   exf x x  ，   e xg x x  ，其中 e为自然对数的底数.

(1)求函数  y f x 的图象在点   1, 1f 处的切线方程；

(2)设函数      F x af x g x  ，

①若 ea  ，求函数  y F x 的单调区间，并写出函数  y F x m  有三个零点时实数m的取值范围；

②当 0 1a  时， 1 2x x、 分别为函数  y F x 的极大值点和极小值点，且不等式    1 2 0F x tF x  对任意

 0,1a 恒成立，求实数 t的取值范围.

【答案】(1)  e 1y x  ；

(2)①单调区间见解析，  e 1,2 ，②  , 1  .

【分析】（1）求出函数 ( )f x 的导数，利用导数的几何意义求出切线方程即得.

（2）①把 ea  代入，求出 ( )F x 的导数 ( )F x ，确定 ( ) 0, ( ) 0F x F x   的解集得单调区间，结合极大值、

极小值求出m的范围；②由导数求出 1 2,x x ，构造函数 1 2( ) ) ( )(F x tFa x  并借助导数探讨不等式恒成立即

可.

【详解】（1）函数   exf x x  ，求导得 ( ) e 1xf x   ，得 (1) e 1f    ，而 (1) e 1f   ，

所以切线方程为    (e 1) e 1 1y x     ，即  e 1y x  .

（2）函数 ( ) (e ) ex xF x a x x    的定义域为 R，求导得
( e 1)(e 1)( ) (e 1)+e 1

e

x x
x x

x

aF x a        ，

①当 ea  时， 1( ) e e ex xF x x x     ，
1(e 1)(e 1)( )

e

x x

xF x
    ，由 ( ) 0F x  ，得 = 1x  或 0x  ，

当 1x   或 0x  时， ( ) 0F x  ，当 1 0x   时， ( ) 0F x  ，

因此函数 ( )F x 的单调增区间为  , 1  和  0,  ，单调减区间为  1,0 ；

极大值  1 2F   ，极小值  0 e 1F   ，

又
2 1 1 3 1 1(1) e e 1 e(e 1) 1 e 1 4 1 2

e e 2 e e
F                ，

1 2 1 2( 2) e 2e e 2 (e 1) (e e 3 e ) e 1F               ，
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所以函数 ( )y F x m  有三个零点时m的取值范围为  e 1,2 .

②令 ( ) 0F x  ，得 e 1x  或
1e 1x

a
  ，解得 0x  或

1ln ln 0x a
a

    ，

当 0x  或 lnx a  时， ( ) 0F x  ，当0 lnx a   时， ( ) 0F x  ，

即函数 ( )F x 在 ( ,0) ， ( ln , )a  上单调递增，在 (0, ln )a 上单调递减，

因此当 0x  时， ( )F x 取得极大值，当 lnx a  时， ( )F x 取得极小值，即有 1 20, lnx x a   ，

而 1( ) (0) 1 0F x F a    ， 2 1
1( ) ( ln ) ( ln ) ln ( 1) ln 1 ( ) 0F x F a a a a a a a a F x
a

            ，

又不等式 1 2( 0) ( )F x tF x  对任意  0,1a 恒成立，于是 0t  ，

设 1 2( ) ) ( ) 1 [( 1) ln 1 ], (0,1)(a a tF a a aF x t x a        ，

显然 (1) 0  ，
1 1( ) 1 (ln 1) 1 (ln ), (0,1)aa t a t a a

a a
          ，

令
1( ) ln , (0,1)m a a a
a

   ，求导得 2 2

1 1 1( ) 0am a
a a a

     ，

则函数 ( )m a 在(0,1)上严格递减，有 ( ) (1) 1m a m  ，

当 1t   时，
1( ) 1 (ln ) 0a a
a

     ，则有函数 ( )a 在(0,1)上严格递减， ( ) (1) 0a   ，符合题意；

当 1 0t   时，存在 0 (0,1)a  ，使得 0( ) 0a  ，当 00 a a  时， ( ) 0a  ，当 0 1a a  时， ( ) 0a  ，

因此函数 ( )a 在 0( ,1)a 上严格递增，有 ( ) (1) 0a   ，不符合题意，

所以实数 t的取值范围为  , 1  .

【点睛】思路点睛：不等式恒成立或存在型问题，可构造函数，利用导数研究函数的单调性，求出最值，

进而得出相应的含参不等式，从而求出参数的取值范围；也可分离变量，构造函数，直接把问题转化为函

数的最值问题.

19．（2023·上海闵行·统考一模）已知 aR ，      3 22 5 1 lnf x a x x x a x      ．

(1)若1为函数  y f x 的驻点，求实数 a的值；

(2)若 0a  ，试问曲线  y f x 是否存在切线与直线 1 0x y   互相垂直？说明理由；

(3)若 2a  ，是否存在等差数列 1
x 、 2

x 、  3 1 2 30x x x x   ，使得曲线  y f x 在点   2 2,x f x 处的切线

与过两点   1 1,x f x 、   3 3,x f x 的直线互相平行？若存在，求出所有满足条件的等差数列；若不存在，说

明理由．

【答案】(1) 1a 
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(2)存在，理由见解析

(3)不存在，理由见解析

【分析】（1）由已知可得出  1 0f   ，可求得 a的值；

（2）由   1f x   变形可得 3 26 2 6 1 0x x x    ，利用零点存在定理判断出函数   3 26 2 6 1g x x x x    在

区间  0,  上存在零点，即可得出结论；

（3）假设存在满足条件的等差数列 1
x 、 2

x 、  3 1 2 30x x x x   符合题意，根据导数的几何意义可得出

     3 1
2

3 1

f x f x
f x

x x


 


，整理可得即

3

13

31

1

2 1
ln 0

1

x
xx
xx
x

 
 

  


，令
3

1

1
x

t
x

  ，设    2 1
ln

1
t

h t t
t


 


，利用导数分

析函数  h t 的单调性，由此分析函数  h t 在  1, 上函数值的符号，即可得出结论.

【详解】（1）因为      3 22 5 1 lnf x a x x x a x      ，其中 0x  ，

则     2 13 2 2 5 af x a x x
x
      ，

因为1为函数  y f x 的驻点，则    1 3 2 3 1 2 2 0f a a a         ，可得 1a  ，

所以1为函数  y f x 的驻点时 1a  .

（2）当 0a  时，   3 22 5 lnf x x x x x     ，则   2 16 2 5f x x x
x

      ，

令   2 16 2 5 1f x x x
x

        ，整理可得 3 26 2 6 1 0x x x    ，

令   3 26 2 6 1g x x x x    ，因为
1 3 1 4 0
2 4 2

g       
 

，  1 8 7 0g    ，

且函数  g x 在  0,  上连续，由零点存在定理可知，存在 0
1 ,1
2

x   
 

，使得  0 0g x  ，

即方程 3 26 2 6 1 0x x x    在  0,x  时有实根，

故当 0a  时，曲线  y f x 上存在切线与直线 1 0x y   互相垂直.

（3）当 2a  时，   2 5 lnf x x x x    ，则   12 5f x x
x

     ，

假设存在等差数列 1
x 、 2

x 、  3 1 2 30x x x x   ，

使得曲线  y f x 在点   2 2,x f x 处的切线与过两点   1 1,x f x 、   3 3,x f x 的直线互相平行，

则    2 2 1 3
2 1 3

1 22 5 5f x x x x
x x x

         
 ，
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过两点   1 1,x f x 、   3 3,x f x 的直线的斜率为
       2 2

3 3 3 1 1 13 1

3 1 3 1

5 ln 5 lnx x x x x xf x f x
k

x x x x
      

 
 

  3 1
3 1

3 1

ln ln5 x xx x
x x


    
 ，

令  2k f x ，即    3 1
3 1 1 3

3 1 1 3

ln ln 25 5x xx x x x
x x x x


         
  ，

可得
 3 13

1 3 1

2
ln 0

x xx
x x x


 


，即

3

13

31

1

2 1
ln 0

1

x
xx
xx
x

 
 

  


，

令
3

1

1
x

t
x

  ，设    2 1
ln

1
t

h t t
t


 


，则  
 

 
 

2

2 2

11 4 0
1 1

t
h t

t t t t


    
 

，

所以，函数  h t 在  1, 上为增函数，则    1 0h t h  ，

故等式

3

13

31

1

2 1
ln 0

1

x
xx
xx
x

 
 

  


不成立，

因此，不存在等差数列 1
x 、 2

x 、  3 1 2 30x x x x   ，

使得曲线  y f x 在点   2 2,x f x 处的切线与过两点   1 1,x f x 、   3 3,x f x 的直线互相平行.

【点睛】方法点睛：利用导数证明不等式问题，方法如下：

（1）直接构造函数法：证明不等式    f x g x （或    f x g x ）转化为证明     0f x g x  （或

    0f x g x  ），进而构造辅助函数      h x f x g x  ；

（2）适当放缩构造法：一是根据已知条件适当放缩；二是利用常见放缩结论；

（3）构造“形似”函数，稍作变形再构造，对原不等式同解变形，根据相似结构构造辅助函数.

20．（2023上·上海虹口·高三统考期末）已知  y f x 与  y g x 都是定义在  0,  上的函数，若对任意 1
x ，

 2 0,x   ，当 1 2x x 时，都有        1 2
1 2

1 2

f x f x
g x g x

x x


 


，则称  y g x 是  y f x 的一个“控制函数”．

(1)判断 2y x 是否为函数  02  xxy 的一个控制函数，并说明理由；

(2)设   lnf x x 的导数为  f x ，0 a b  ，求证：关于 x的方程
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实

数解；

(3)设   lnf x x x ，函数  y f x 是否存在控制函数？若存在，请求出  y f x 的控制函数；若不存在，

请说明理由．
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【答案】(1)是，理由见解析

(2)证明见解析

(3)存在， lny x

【分析】（1）根据已知控制函数的定义，即可得出结论；

（2）设 ln 1y x x   ， 0x  ，由其导数得出其在 0x  上的最大值为 0，则 ln 1 0b b
a a
   ，ln 1 0a a

b b
   ，

变形化简得出
   1 1f b f a

b b a a


 


，而   1f x
x

  在区间  ,a b 上的值域为
1 1,
b a

 
 
 

，即可证明；

（3）由上面两问可看出控制函数可能是原函数的导数，证明
   1 2

1 2
1 2

ln ln
f x f x

x x
x x


 


，根据不等式的运

算可以证明，发现控制函数可能是原函数的导数去掉常数项.

【详解】（1）对任意 1 20 x x  ，则
  2 2

1 2 1 21 2
1 2

1 2 1 2

x x x xx x x x
x x x x

 
  

 
，且 1 1 2 22 2x x x x   ，

故 2y x 是函数  02  xxy 的一个控制函数；

（2）因为0 a b  ，则     lnln ln
b

f b f a b a a
b a b a b a
 

 
  

，

则     ln1 1
b

f b f a a
b a a b a a


  
 

，     ln1 1
a

f b f a b
b a b a b b


  
 

0 a b   ， 1b
a

  ，0 1b
a

 

设 ln 1y x x   ， 0x 

在 1x  上
1 1 0y
x

    ，在 0 1x  上
1 1 0y
x

    ，

则 ln 1y x x   在 1x  单调递减，在 0 1x  上单调递增，

最大值 max ln1 1 1 0y     ，

0 a b   ， 1b
a

  ，0 1b
a

  ， 0b a  ， 0a b  ，

ln 1 0b b
a a
   ， ln 1 0a a

b b
   ，

则 ln 0b b a
a a


  ，

0b a 

ln 1 0

b
a

b a a
  


，即

    1f b f a
b a a





，
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同理， ln 0a a b
b b


  ，

0a b Q

ln 0a a b
b b


   ，即

    1f b f a
b a b





综上：
   1 1f b f a

b b a a


 


，

  1f x
x

  ，在区间  ,a b 上的值域为
1 1,
b a

 
 
 

，

则
     f b f a

f x
b a





在区间  ,a b 上有实数解.

（3）   lnf x x x ，则
   1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

ln lnf x f x x x x x
x x x x
 


 

，其中 1 20 x x 

1 1 2 2
1

1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

1 1 2 2 1 1 2 1

1 2 1 2

ln ln ln lnx x x x x x x x
x x x x
 

 
  ，

1
2

2 2 2 1 2

1 2 1 2

ln
ln ln

xx
x x x x x

x x x x
 

 
 

，

1 20 x x  ，
1

1 2
2

01,0 x x x
x

    ，

1

2

ln 0x
x

  ，则

1
2

2

1 2

ln
0

xx
x

x x



，即

1 1 2 2
1

1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

同理
1 1 2 2

2
1 2

ln ln lnx x x x x
x x



 ，

即
   1 2

1 2
1 2

ln ln
f x f x

x x
x x


 


，

则 lny x 是  y f x 的一个控制函数.

【点睛】关键点睛：对于函数的新定义题要理解好定义的内容，不等式运算时注意不等式的要求，变号时

要多注意，一般的大题在前面的问题和后面的问题有联系，后面的问题没有思路时看看前面的问题，

21．（2023上·上海松江·高三统考期末）已知函数 ( )y f x ，记 ( ) sinf x x x  ， x D ．

(1)若  0,2πD  ，判断函数的单调性；

(2)若
π0,
2

D     
，不等式 ( )f x kx 对任意 x D 恒成立，求实数 k的取值范围；

(3)若 RD  ，则曲线  y f x 上是否存在三个不同的点 , ,A B C，使得曲线  y f x 在 , ,A B C三点处的切线

互相重合？若存在，求出所有符合要求的切线的方程；若不存在，请说明理由．
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【答案】(1)函数 ( )y f x 在[0, 2π]上是增函数

(2)
2 1
π

k  

(3)存在，满足条件的切线方程为 1y x 

【分析】（1）利用导数判断出  f x 在区间  0,2π 上的单调性.

（2）由 ( )f x kx 分离参数 k，然后利用构造函数法，结合多次求导来求得 k的取值范围.

（3）先设出切线方程，然后根据切线重合列方程，由此进行分类讨论来求得切线方程.

【详解】（1）因为   1 cos 0f x x    ，当且仅当在 πx  时，   0f x  ，

所以函数 ( )y f x 在[0, 2π]上是增函数．

（2）由题意得， ( 1) sink x x  ，于是
sin1 xk
x

  ．

令
sin( ) xh x
x

 ，则 2

cos sin( )  
x x xh x

x
，

令 ( ) cos sinu x x x x  ，则
π( ) sin 0, (0, ]
2

u x x x x     ，

所以 ( )u x 在 (0, ]
2


上是严格减函数，于是
π( ) (0) 0, (0, ]
2

u x u x   ，

由于 2

cos sin π( ) 0, (0, ]
2

x x xh x x
x
    ，于是 ( )h x 在 (0, ]

2


上是严格减函数，

所以 min
π 2( ) ( )
2 π

h x h  ，因此
21
π

k   ，即
2 1
π

k   ．

（3）解法一：

设 1 1( , )A x y 、 2 2( , )B x y 、 3 3( , )C x y ，则曲线在 , ,A B C三点处的切线分别为直线

1 1 1 1 1: (1 cos ) cos sinl y x x x x x    ，

2 2 2 2 2: (1 cos ) cos sinl y x x x x x    ，

3 3 3 3 3: (1 cos ) cos sinl y x x x x x    ．

因为直线 1 2 3, ,l l l 互相重合，所以 1 2 3cos cos cosx x x  ，

且 1 1 1cos sinx x x  2 2 2cos sinx x x   3 3 3cos sinx x x   ．

因为 1 2 3cos cos cosx x x  ，

所以 1 2sin sinx x  ， 2 3sin sinx x  ， 3 1sin sinx x  ．

①若 1 2sin sinx x  ， 2 3sin sinx x  ， 3 1sin sinx x  ．
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则 1sin 0x  ， 2sin 0x  ， 3sin 0x  ，

于是 1 1 2 2 3 3cos cos cosx x x x x x     ，

因为 1 2 3cos cos cos 1 0x x x     ，

所以 1 2 3x x x  ，与 , ,A B C三点互不重合矛盾．

②若 1 2sin sinx x ， 2 3sin sinx x ， 3 1sin sinx x 中至少一个成立，

不妨设 1 2sin sinx x 成立，则 1 1 2 2cos cosx x x x ，

若 1 2cos cos 0x x  ，则 1 2x x ，矛盾，舍去，

于是 1 2cos cos 0x x  ， 1 2sin sin 1x x   ，

所以满足要求的切线方程为 1y x  或 1y x 

解法 2：

假设存在三个不同点 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y 在曲线 ( )y f x 上满足条件，

则 1 1 1 2 2 2 3 3 3sin , sin , siny x x y x x y x x      ，且 1 2 3, ,x x x 互不相同.

曲线 ( )y f x 在 , ,A B C三点处的切线方程分别为：

1 1 1 1 1: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

2 2 2 2 2: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

3 3 3 3 3: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

依题意，有
1 2 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

cos cos cos
sin cos sin cos sin cos

x x x
x x x x x x x x x
 

     

①

②

由①得， 2 1 3 12 π , 2 π , , Zx k x x n x k n     .

情形 1：若 2 1 3 12 π , 2 π , , 0,x k x x n x k n k n      ，代入②得，

1 1 1 1 1 1 1 1 1sin cos sin (2 π )cos sin (2 π )cosx x x x k x x x n x x       .

即
1

1

(2 π)cos 0
(2 π)cos 0
k x
n x


 

，而 , 0k n  ，故 1cos 0x  ， 1sin 1x   ，

此时满足条件的切线方程为 1y x  .

情形 2：若 2 1 3 12 π , 2 π ,x k x x n x k n     ，代入②得，
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1 1 1 1 1 1 1 1 1sin cos sin (2 π )cos sin (2 π )cosx x x x k x x x n x x         .

即
1 1 1

1 1 1

sin ( π )cos 0
sin ( π )cos 0

x k x x
x n x x
  

   
，两式相减，

得 1( )π cos 0k n x   ，由于 k n ，故 1cos 0x  ，

此时 1sin 0x  ，与
2 2

1 1sin cos 1x x  矛盾，舍去.

情形 3：若 2 1 3 12 π , 2 π , 0x k x x n x k     ，代入②得，

1 1 1 1 1 1 1 1 1sin cos sin (2 π )cos sin (2 π )cosx x x x k x x x n x x        .

即
1

1 1 1

(2 π)cos 0
sin ( π )cos 0
k x
x n x x


   

，故 1cos 0x  ，

则 1sin 0x  ，与
2 2

1 1sin cos 1x x  矛盾，舍去.

情形 4：若 2 1 3 12 π , 2 π , 0x k x x n x n     ，与情形 3完全类似，舍去.

综上，满足条件的切线方程为 1y x  .

解法 3：

假设存在三个不同点 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )A x y B x y C x y 在曲线 ( )y f x 上满足条件，

则 1 1 1 2 2 2 3 3 3sin , sin , siny x x y x x y x x      ，且 1 2 3, ,x x x 互不相同.

曲线 ( )y f x 在 , ,A B C三点处的切线方程分别为：

1 1 1 1 1: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

2 2 2 2 2: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

3 3 3 3 3: (1 cos ) sin cosl y x x x x x    ，

依题意，有
1 2 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3

cos cos cos
sin cos sin cos sin cos

x x x
x x x x x x x x x
 

     

①

②

由①得， 1 2 3| sin | | sin | | sin |x x x  ，

由②，令 1 1 1 2 2 2 3 3 3sin cos sin cos sin cosx x x x x x x x x t      ，

则 1 1 1 2 2 2 3 3 3sin cos , sin cos , sin cosx t x x x t x x x t x x      ，

即有 1 1 2 2 3 3| cos | | cos | cos |t x x t x x t x x     ，

平方，得
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2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 32 cos cos 2 cos cos 2 cos cost tx x x x t tx x x x t tx x x x        ，

即

2 2 2
1 2 1 1 2 1
2 2 2
1 3 1 1 3 1

( )cos 2 ( )cos 0
( )cos 2 ( )cos 0
x x x t x x x
x x x t x x x

    


   

由于 1 2 3, ,x x x 互不相同，即
2

1 2 1 1
2

1 3 1 1

( ) cos 2 cos 0
( )cos 2 cos 0
x x x t x
x x x t x

   


  
，

相减，得
2

2 3 1( ) cos 0x x x  ，于是 1cos 0x  ，则 1sin 1x   ，

此时满足条件的切线方程为 1y x  .

【点睛】求解函数单调区间的步骤：（1）确定  f x 的定义域；（2）计算导数  f x ；（3）求出   0f x  的

根；（4）用   0f x  的根将  f x 的定义域分成若干个区间，考查这若干个区间内  f x 的符号，进而确定

 f x 的单调区间： ( ) 0f x¢ > ，则  f x 在对应区间上是增函数，对应区间为增区间；   0f x  ，则  f x 在

对应区间上是减函数，对应区间为减区间.如果导函数含有参数，则需要对参数进行分类讨论，分类讨论要

做到不重不漏.

22．（2023·上海嘉定·统考一模）中国历史悠久，积累了许多房屋建筑的经验．房梁为柱体，或取整根树干

而制为圆柱形状，或作适当裁减而制为长方体形状，例如下图所示．

材质确定的梁的承重能力取决于截面形状，现代工程科学常用抗弯截面系数 W来刻画梁的承重能力．对于

两个截面积相同的梁，称 W较大的梁的截面形状更好．三种不同截面形状的梁的抗弯截面系数公式，如下

表所列，

圆形截面 正方形截面 矩形截面

条件 r为圆半径 a为正方形边长 h为矩形的长，b为矩形的宽， h b

抗弯截面系数
3

1 4
W r

 3
2

1
6

W a 2
3

1
6

W bh

(1)假设上表中的三种梁的截面面积相等，请问哪一种梁的截面形状最好？并具体说明；

(2)宋朝学者李诫在《营造法式》中提出了矩形截面的梁的截面长宽之比应定为3: 2的观点．考虑梁取材于

圆柱形的树木，设矩形截面的外接圆的直径为常数 D，如下图所示，请问 :h b为何值时，其抗弯截面系数

取得最大值，并据此分析李诫的观点是否合理．
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【答案】(1)矩形截面的梁的截面形状最好.

(2)答案见解析

【分析】（1）根据题意，得到 1 4 π
S SW  ， 2 6

S SW  ， 3 6
SW h ，结合题意，得到 3 2 1W W W  ，得到结论；

（2）根据题意，得到
3 2

3 ( 0)
6

b D bW b 
  ，得到

2 2

3 6
b DW    ，求得函数的单调性，求得

3
Db  时， 3W

取得最大值，进而得到结论.

【详解】（1）解：假设截面面积均为正常数S，

可得 3
1

π
4 4 4 π 4 π

S S S S SW r r    ， 3
2

1
6 6 6

S S SW a a   ，
2

3
1
6 6

SW bh h  ，

所以 2
3 26 6 6

S S S SW h bh W    ，

又因为3 π ，所以6 4 π ，所以 12W W ,

综上， 3 2 1W W W  ，于是矩形截面的梁的截面形状最好.

（2）解：由
3 2

2 2 2
3

1 1 ( ) ( 0)
6 6 6

b D bW bh b D b b 
     ，

可得
2 2

3
3

6
b DW   

 ，

可得

b
3
Db 

3
Db 

3
Db 

3W  3 0W   3 0W   3 0W  

3W  极大值 

所以，当
3
Db  时， 3W 取得最大值，

此时，当
3
Db  ，于是 : 2 :1 2.83: 2h b   ，

因为 : 3: 2h b  的结论与抗弯系数理论的结论不同，但比较接近，是合理的，应肯定李诫从实践总总结的

经验的实用价值，
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考虑到所处的时代，从历史辩证的角度，其观点代表了我国古代在工程技术方面已经达到了较高的水平.


