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松江区 2020 学年度第一学期期末质量监控试卷 

高三数学 

（满分 150 分，完卷时间 120 分钟）                 2020．12 

考生注意：  

1．本考试设试卷和答题纸两部分，试卷包括试题与答题要求，所有答题必须涂（选择题）或写（非

选择题）在答题纸上，做在试卷上一律不得分。 

2．答题前，务必在答题纸上填写学校、班级、姓名和考号。 

3．答题纸与试卷在试题编号上是一一对应的，答题时应特别注意，不能错位。 

 

一、填空题（本大题满分 54 分）本大题共有 12 题，第 1～6 题每个空格填对得 4 分，第 7～12 题每个空

格填对得 5 分，否则一律得零分． 

1．
3

lim
3 2

n

n nn→
=

+
   ▲   ． 

2．若集合  1 3A x x= −   ，  1,2,3,4B = ，则 A B =   ▲   ． 

3．已知复数 z满足 (1 i) 1 iz  − = + （ i 为虚数单位），则 z =    ▲   ．  

4．若
1

sin
3

 = ，则cos( 2 ) − =    ▲   ． 

5．抛物线 2 4y x= − 的准线方程是   ▲   ．  

6．已知函数 ( )f x 图像与函数 ( ) 2xg x = 的图像关于 y x= 对称，则 (3)f =   ▲   ． 

7．从包含学生甲的 1200 名学生中随机抽取一个容量为80的样本，则学生甲被抽到的概率为 

   ▲   ．  

8．在
2 62

( )x
x

+ 的二项展开式中，常数项等于   ▲   ． 

9．在 ABC 中，角 A、 B 、C 所对的边分别为a 、b 、 c ，且 3 2 2
0

cos 1

b c a

B

+
= ，则角 A =   ▲   ．    

10．从以下七个函数: y x= ,
1

y
x

= ,
2y x= , 2xy = , 2logy x= , siny x= , cosy x= 中选取两个函数记为

( )f x 和 ( )g x ，构成函数 ( ) ( ) ( )F x f x g x= + ，若 ( )F x 的图像如图所示，则 ( )F x =   ▲   ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11．已知向量 1a b c= = = ，若
1

2
a b = ，且c xa yb= + ，则 x y+ 的最大值为   ▲   ．  
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12．对于定义域为D的函数 ( )f x ，若存在 1 2,x x D 且 1 2x x ，使得 2 2

1 2 1 2( ) ( ) 2 ( )f x f x f x x= = + ，

称函数 ( )f x 具有性质M ．若函数 2( ) log 1g x x= −  (0, ]x a 具有性质M ，则实数a 的最小值为   

▲   ． 

二、选择题 

13．已知两条直线 1l 、 2l 的方程分别为 1 : 1 0l ax y+ − = 和 2 : 2 1 0l x y− + = ，则“ 2a = ”是“直线 1 2l l⊥ ”

的（  ） 

（A）充分不必要条件      （B）必要不充分条件    

（C）充要条件       （D）既不充分也不必要条件 

14．在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D−  中，下列四个结论中错误．．的是（  ） 

（A）直线
1B C 与直线 AC 所成的角为60        

（B）直线
1B C 与平面

1AD C 所成的角为60   

（C）直线
1B C 与直线

1AD 所成的角为90     

（D）直线
1B C 与直线 AB所成的角为90   

15．设 00,x y  ，若 1
2 1x

y
+ = ，则

y

x
的（   ） 

（A）最小值为 8                      （B）最大值为 8      

（C）最小值为 2                （D）最大值为 2 

16．记
nS 为数列{ }na 的前 n 项和，已知点 ( , )nn a  在直线 10 2y x= − 上，若有且只有两个正整数n 满足

nS k ，则实数 k 的取值范围是(    )
 
 

（A） (8,14]                  （B） (14,18]             

（C） (18,20]          （D） 81
(18, ]

4
 

三、解答题（本大题满分 76 分）本大题共有 5 题，解答下列各题必须在答题纸相应编号的规定区域内写

出必要的步骤． 

17．（本题满分 14 分）本题共有 2 个小题，第 1 小题满分 7 分，第 2 小题满分 7 分 

如图 1，在三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中，已知 AB AC⊥ ， 1AB AC= = ， 1 2AA = ，且 1AA ⊥平面 ABC ．过

1A 、 1C 、 B 三点作平面截此三棱柱，截得一个三棱锥和一个四棱锥（如图 2）．   

（1）求异面直线 1BC 与 1AA 所成角的大小（结果用反三角函数表示）； 

（2）求四棱锥 1 1B ACC A− 的体积和表面积． 

 

 

 

 

 

 

 

 图 1
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18．（本题满分 14 分）本题共有 2 个小题，第 1 小题满分 7 分，第 2 小题满分 7 分 

已知函数 2( ) 3sin cos cos 1f x x x x= + + ．  

（1）求 ( )f x 的最小正周期和值域； 

（2）若对任意的 x R ，
2 ( ) ( ) 2 0f x k f x−  −  恒成立，求实数 k 的取值范围． 

 

 

 

19．（本题满分 14 分）本题共有 2 个小题，第 1 小题满分 7 分，第 2 小题满分 7 分 

某网店有 3(万件)商品，计划在元旦旺季售出商品 x (万件)．经市场调查测算，花费 t (万元)进行促销后，

商品的剩余量3 x− 与促销费 t 之间的关系为3
1

k
x

t
− =

+
（其中 k 为常数），如果不搞促销活动，只能售出

1(万件)商品．  

（1）要使促销后商品的剩余量不大于0.1 (万件), 促销费 t 至少为多少 (万元)?  

（2）已知商品的进价为 32(元/件), 另有固定成本 3(万元)．定义每件售出商品的平均成本为
3

32+
x
（元）.

若将商品售价定为：“每件售出商品平均成本的1.5倍”与“每件售出商品平均促销费的一半”之和，则当

促销费 t 为多少(万元)时，该网店售出商品的总利润最大？此时商品的剩余量为多少? 

 

 

20．（本题满分 16 分）本题共有 3 个小题，第 1 小题满分 4 分，第 2 小题满分 6 分，第 3 小题满分 6 分 

已知椭圆 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
： （ 0 ba ）的右焦点坐标为 )0,2( ，且长轴长为短轴长的 2 倍．直线 l 交

椭圆于不同的两点M 和 N ．  

（1）求椭圆的方程； 

（2）若直线 l 经过点 (0,4)T ，且 OMN 的面积为2 2 ，求直线 l 的方程； 

（3）若直线 l 的方程为 ( 0)y kx t k= +  ， 点M 关于 x 轴的对称点为M ，直线MN 、M N  分别与 x 轴

相交于 P 、Q两点，求证： OP OQ  为定值． 
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21．（本题满分 18 分）本题共有 3 个小题，第 1 小题满分 4 分，第 2 小题满分 6 分，第 3 小题满分 8

对于由m 个正整数构成的有限集 1 2 3{ , , , , }mM a a a a= ，记 1 2( ) mP M a a a= + + + ，特别规定

( ) 0P  = ．若集合M 满足：对任意的正整数 ( )k P M ，都存在集合M 的两个子集 A、B ，使得

( ) ( )k P A P B= − 成立，则称集合M 为“满集”． 

（1）分别判断集合 1 {1, 2}M = 与 2 {1,4}M = 是否是“满集”，请说明理由； 

（2）若 1 2, , , ma a a 由小到大能排列成公差为
*( )d d N 的等差数列，求证：集合M 为“满集”的必要条

件是 1 1a = ， 1d = 或2 ； 

（3）若 1 2, , , ma a a 由小到大能排列成首项为 1，公比为2 的等比数列，求证：集合M 是“满集”． 
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2020.12 松江区高三数学一模试卷参考答案 

 
一、填空题 

1． 1 ； 2．
 
 1,2

 ；  
3． 1  ； 4．

 

7

9
−

  ；
5．

 
1x =

  ；  
6．

 2log 3
；

 

7．
 

1

15  ；
8． 240  ；9． 

5

6


 ；10． 2 cosx x+ ；11． 2 3

3 ；
12．2 2 2+      

二、选择题 

13．C   14．B   15．A   16．C 

 

17.如图 1，在三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中，已知 AB AC⊥ ， 1AB AC= = ， 1 2AA = ，且 1AA ⊥平面 ABC .

过 1A 、 1C 、 B 三点作平面截此三棱柱，截得一个三棱锥和一个四棱锥（如图 2）．   

（1）求异面直线 1BC 与 1AA 所成角的大小（结果用反三角函数表示）． 

（2）求四棱锥 1 1B ACC A− 的体积和表面积． 

 

 

解：（1）∵ 1 1/ /AA CC   ∴ 1BC C 即为异面直线 1BC 与 1AA 所

成的角，              ………2 分 

∵ 1AA ⊥平面 ABC ，∴ 1CC ⊥平面 ABC ， 

∴ 1 90C CB = ， 

∵
2 2 1 1 2,CB AB AC= + = + = 1 2CC =      ………5

分 

∴ 1

2
tan

2
C CB =   ∴ 1

2
tan

2
C CB arc = ， 

 即异面直线 1BC 与 1AA 所成的角为 
2

tan
2

arc  .  ………7 分 

  (或 
3

arcsin
3

， 或
6

arccos
3

 )    

（2） 
1 1

1 2
1 2

3 3
B ACC AV − =   =                  ……………10 分 

1 1 1 1 1 1BAC BAA BAC BC C CAACS S S S S S   = + + + +全
  

1 1 1 1 1 5
1 1 1 2 1 5 2 2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2 2
=   +   +   +   +  = + + + +  

7 5
2

2 2
= + +

                             

……………14 分 

18.已知 2( ) 3sin cos cos 1f x x x x= + +   

（1）求 ( )f x 的最小正周期和值域； 

（2）若对任意的 x R ，
2 ( ) ( ) 2 0f x k f x−  −  恒成立，求 k 的取值范围． 

 

解：（1） 2( ) 3sin cos cos 1f x x x x= + +
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3 cos2 1 3 1 3 3
sin 2 1 sin 2 cos2 sin(2 )

2 2 2 2 2 6 2

x
x x x x

+
= + + = + + = + +

 ………3 分 

∴ ( )f x 的为最小正周期
2

2
T


= = ，      ………5 分 

值域为 
1 5

( ) [ , ]
2 2

f x                   ……………7 分 

（2）记 ( )f x t=  ，则
1 5

[ , ]
2 2

t   ，…………………8 分 

 由
2 ( ) ( ) 2 0f x k f x−  −  恒成立，知 2 2 0t kt− −  恒成立，  即 2 2kt t − 恒成立，     

∵ 0t    ∴  

2 2 2t
k t

t t

−
 = −         ……………11 分 

∵  
2

( )g t t
t

= −  在
1 5

[ , ]
2 2

t 时单调递增  

max

5 5 4 17
( ) ( )

2 2 5 10
g t g= = − =    ∴ k 的取值范围是

17

10
k  ……………14 分 

          

19. 某网店有 3(万件)商品，计划在元旦旺季售出商品 x (万件)．经市场调查测算，花费 t (万元)进行促销后，

商品的剩余量3 x− 与促销费 t 之间的关系为3
1

k
x

t
− =

+
（其中 k 为常数），如果不搞促销活动，只能售出

1(万件)商品．  

（1）要使促销后商品的剩余量不大于0.1 (万件), 促销费 t 至少为多少 (万元)?  

（2）已知商品的进价为 32(元/件), 另有固定成本 3(万元)．定义每件售出商品的平均成本为
3

32+
x
（元）.

若将商品售价定为：“每件售出商品平均成本的1.5倍”与“每件售出商品平均促销费的一半”之和，则当促销

费 t 为多少(万元)时，该网店售出商品的总利润最大？此时商品的剩余量为多少? 

解：（1）由3
1

k
x

t
− =

+
，当 0t = 时， 1x = ，得 2k =  ∴ 

2
3

1
x

t
− =

+
 ……………4 分 

由 
2

0.1
1t


+
 解得 19t                                   ……………7 分   

（2）网店的利润 y  (万元)，由题意可得： 

3 32
( 1.5 ) (3 32 )

2

x t
y x x t

x x

+
=  + − + +                      ……………10 分 

99 32 32 1
50 ( )

2 1 2 1 2

t t

t t

+
= − − = − +

+ +

32 1
50 2 42

1 2

t

t

+
 −  =

+  

……………12 分 

当且仅当
32 1

1 2

t

t

+
=

+
，即 7t = 时取等号，此时3 0.25x− = ； 

所以当促销费为 7 万元时，网店利润的最大为 42 万元，此时商品的剩余量为0.25 (万

件).                                                    ……………14 分 

 

 

20. 已知椭圆 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
：  （ 0 ba ）的右焦点的坐标为 )0,2( ，且长轴长为短轴长的 2 倍. 直线 l

交椭圆于不同的两点M 和 N ．  

（1）求椭圆的方程； 

（2）若直线 l 经过点 (0,4)T ，且 OMN 的面积为2 2 ，求直线 l 的方程； 
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（3）若直线 l 的方程为 ( 0)y kx t k= +  ， 点M 关于 x 轴的对称点为M ，直线MN 、M N  分别与 x 轴

交于 P 、Q两点，求证： OP OQ  为定值.      

解：（1）由题意得 ba 2= ， 422 =−ba ，               ……… ……2 分   

解得 22=a ， 2=b ， 所以椭圆的方程为 1
48

22

=+
yx

.   …………4 分           

（2）设点M 、 N 的坐标为 1 1( , )M x y 、 ),( 22 yxN ，直线 l 的方程为 4+= kxy .  …5 分 

由方程组 









=+

+=

1
48

4

22 yx

kxy

，得 02416)21( 22 =+++ kxxk  

所以
221

21

16

k

k
xx

+
−=+ ，

221
21

24

k
xx

+
=                    ………7 分 

2
2

1 2 1 2 1 2 2

1 8 2 2 3
4 2 ( ) 4 =2 2

2 1 2
OMN

k
S x x x x x x

k


−
=   − = + − =

+
 

解得
14

2
k = .∴直线 l 的方程为

14
4

2
y x= +

         

 …………10 分 

（3）由题意知M 点的坐标为 1 1( , )M x y −
               

…………11 分 

将 y kx t= + ，代入 1
48

22

=+
yx

 

得： 0824)12( 222 =−+++ tktxxk ，  

12

82
,

12

4
2

2

21221
+

−
=

+
−=+

k

t
xx

k

kt
xx  

1 2 1 2 2
( ) 2

2 1

t
y y k x x t

k
+ = + + =

+                         

…………13 分 

对于直线 y kx t= + ， 令 0y =   得
t

x
k

= −  ∴  
t

OP
k

= −  …………14 分 

对于直线 M N ： 2 1
2 2

2 1

( )
y y

y y x x
x x

+
− = −

−
，  令 0y =            

得 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
2

2 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( )y x x x y x y x kx t x kx t
x x

y y y y y y

− − + + + +
= + = =

+ + +
                 

1 2 1 2

2 1

2 ( ) 8kx x t x x k

y y t

+ +
= = −

+ ，∴
8k

OQ
t

= −  

8
8

t k
OP OQ

k t
 = −  − =

                            

…………16 分 

21.对于由m ( 2)m  个正整数构成的有限集 1 2 3{ , , , , }mM a a a a= ，记 1 2( ) mP M a a a= + + + .若集合

M 满足：对任意的正整数 ( )k P M ，都存在集合M 的两个子集 ,A B ，使得 ( ) ( )k P A P B= − 成立，称

集合M 为“满集”.特别规定 ( ) 0P  = . 

（1）分别判断集合 1 {1, 2}M = 与 2 {1,4}M = 是否是“满集”，请说明理由； 

（2）若 1 2, , , ma a a 由小到大能排列成公差为
*( )d d N 的等差数列，求证：集合M 为“满集”的必要条

件是 1 1a = ， 1d = 或2 ；  

（3）若 1 2, , , ma a a 由小到大能排列成首项为 1，公比为2 的等比数列，求证：集合M 是“满集”；. 

 [解答]：（1）集合 1M 是“满集”，集合 2M 不是“满集”.             …………2 分         
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对于集合 1M ， 1( ) 1 2 3P M = + = ，且 1M 共有 4 个子集： ,{1},{2},{1,2}   

当 k 分别取1,2,3时，由1 ({1}) ( );2 ({2}) ( );3 ({1,2}) ( );P P P P P P= −  = −  = −    

故 1M 是“满集”；                                              ……………3 分       

对于集合 2M ， 1( ) 1 4 5P M = + = ，且 1M 共有 4 个子集： ,{1},{4},{1,4}   

当 2k = 时，不存在{1,4}的两个子集 ,A B ，使得 ( ) ( ) 2P A P B− = ， 

故 2M 不是“满集”                                             ……………4 分 

（2）∵ 1 2, , , ma a a 由小到大能排列成公差为
*( )d d N 的等差数列， 

∴ 1 2 ma a a   ，记 0 1 2( ) mk P M a a a= = + + +
               

……………5 分 

∵M 为“满集”， 

∴对任意的正整数 0k k ，都存在集合M 的两个子集 ,A B ，使得 ( ) ( )k P A P B= − 成立， 

当 0 1k k= − 时，由 0 1 ( ) ( )k P A P B− = − ，及 ( ) 0P B   知 0( )P A k= 或 0( ) 1P A k= − ， 

若 0( )P A k= ，则 ( ) 1P B = ， 

 1 1a = ，此时 1 2 3{ , , , , }mA a a a a= ， 1{ }B a= ……7 分 

若 0( ) 1P A k= − ，则 A M ，在M 的真子集中， 2 3( ) mP A a a a= + + + 最大，必有 1 1a = ， 

此时 2 3{ , , , }mA a a a= ， B = . 

综上可得： 1 1a =
                                           

………………8 分 

若 3d  ，当 0 3k k= − 时，∵ 0 0 0 0( 0) ( 1) (( 1) 1) ( (1 ))k k k k k d−  −  − −   − +  ，  

∴不存在M 的子集 ,A B ，使得 0 3 ( ) ( )k k P A P B= − = − ，∴ 1,2d = ， 

综合得：集合M 为“满集”的必要条件是， 1d = 或 2
             

………………10 分 

（3）由已知：
1 1{1,2,4, , 2 }, ( ) 1 2 4 2 2 1m m mP P M− −= = + + + + = −  …………11 分 

对任意 2 1mk  − ，∵ k N ，∴存在 *

1 1,k k k N  和 1 {0,1}p  ，使得 1 12k k p= + ， 

同理有 1 2 22k k p= + ， 2 3 32k k p= +  ，其中 *

1, , {0,1}i i i ik k k N p−   ，经过有限次的操作后，必存

在 1sk =   (0 )s m  ，  

∴ 1 2 0

1 1 2 2 1 1 2 12 2(2 ) 2 2 2 2 2s s s

s sk k p k p p p p p p− −

−= + = + + = = + + + + + …………14 分
 

当
1 2

1
nj j jp p p= = = =  时， 1 22 2 2 2 njj jsk = + + + +             …………16 分 

此时取 1{2 ,2 , , 2 },njjsA B= =  ， 

则有 1 2( ) ( ) (2 2 2 2 ) 0njj jsP A P B k− = + + + + − =  .                

∴集合M 是“满集”.                                             …………18 分 

 益
汇

如需咨询课程，请添加微信：137 0179 5269


